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Abstract

Since his original proposals of 1978 to study Lie-isotopic and Lie-admissible liftings of
conventional, local-differential Hamiltonian formulations of point particles, the physi-
cist R. M. Santilli [4] suggested the construction of a new topology as the mathe-
matical foundations for the representation of extended, nonspherical and deformable
particles with conventional local-differential interactions plus new nonlocal-integral
interactions as occurring, for instance, in molecular valence bonds. A first isotopic
lifting of the conventional continuity was introduced by the physicist J. V. Kadeisvili
[3] in 1992. In 1993 the mathematicians G. T. Tsagas and D. S. Sourlas [12,13] built
the topology proposed by Santilli within the context of isotopic mathematics defined
over fields of conventional numbers. In the same year, R. M. Santilli [8] constructed
the fields isonumbers, namely numbers with a positive-definite but otherwise arbitrary
multiplicative unit. As a necessary condition to achieve invariance of isotopic formu-
lations under the action of their own time evolution group, R. M. Santilli [9] extended
in 1996 the topology by G. T. Tsagas and D. S. Sourlas to isofields whose unit is a
sufficiently smooth and positive definite, but otherwise arbitrary integro-differential
expression representing extended particles with local-differential and nonlocal-integral
interactions. This memoir is dedicated to the apparently first, comprehensive math-
ematical study and generalization of the Tsagas-Sourlas-Santilli isotopology and in-
cludes: a generalization of Kadeisvili’s isocontinuity; the identification of the broadest
possible isofields and isomanifolds; the systematic study of the broadest possible iso-
topology; and other topics. It is hoped that the isotopology emerging from this
study does indeed fulfill Santilli’s original suggestion of constituting the foundations
of mathematical, physical and chemical studies on isotopic representations of extend-
ed, nonspherical and deformable particles with local-differential and nonlocal-integral
interactions.
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Resumen

En 1993, Tsagas y Sourlas definieron una isotopologia en el caso en el
que la proyecciéon de un levantado isotopico de los ntimeros reales en el
nivel convencional no coincida con dicho conjunto, es decir, en el caso en
que se esté trabajando con un isocuerpo de los denominados por Santilli
de primer tipo. El propio Santilli también trat6, en 1996, el caso de una
isotopologia para los llamados isocuerpos de segundo tipo.

El objetivo principal de este articulo es profundizar en el estudio de
esta segunda construccién, teniendo en cuenta los trabajos menciona-
dos anteriormente de Tsagas, Sourlas y Santilli. Hemos optado para ello
por definir un isoorden en el isocuerpo construido y realizar una gener-
alizacion de la isocontinuidad de Kadeisvili para isocuerpos de segundo
tipo.

Palabras claves: Isoteoria de Santilli, isotopia, isotopologia, isocon-
tinuidad.
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1 Introduccién

En 1993, los matematicos griegos Tsagas y Sourlas definen por primera
vez el concepto de isotopologia (véase [12]), al objeto de estudiar en ese
mismo trabajo las llamadas isovariedades diferenciables.

SN~ o~
Para ello consideran el isoespacio de clase I de los isorreales (R, +, x)
de dimensi6n m, basado en el levantamiento isotépico con isounidad I =
. o oo
diag(n?,n3,...,n2), con ny = ny(z,z,x,7,0,...) # 0, Vk € {1,...,m}.

Introducen después una topologia en el isoespacio ﬁm, simplemente
realizando una isotopia de la topologia convencional en el espacio R™,
dada por T' = {0, R™,U;c; B;}, donde cada B; es de la forma:

Bi = {P = (Pl, ,Pm> oy, < Pk < ﬁik;aik,ﬁik S R,Vk’ - {1, ...,m}},

que puede ser considerada como el producto Cartesiano de la topologia
de intervalos abiertos sobre la recta real, m veces. El espacio topologi-
co {R™, T} se denota por 7™ (R) y es llamado espacio topoldgico real
Cartesiano.

En el isoespacio f{m, consideran el levantado isotopico de la topologia



T, definiéndolo como T = {0, ﬁm, Uieléi}, donde cada B; es de la forma

~ ~

B;={P = (Py,..,Py) : Gi, < P < B384, 3, € R,2,Vk € {1,...,m}}.

En el caso en que R = R, Tsagas y Sourlas senialan que ﬁnﬁ o

~

Ry que R ~ R™ Por este motivo llaman al par {R™ T} espacio
1sotopologico real Cartesiano, denotandolo por T m(ﬁ) Indican ademaés
que T™(R) = T\m(ﬁ), coincidiendo la nueva topologia sobre R™ con la
convencional sobre R™, excepto en f, que incorpora términos integrales.
A la estructura resultante se le conoce actualmente con el nombre de
1sotopologia de Tsagas-Sourlas o bien, topologia integro-diferencial.

Ahora bien, en la topologia propuesta por Tsagas y Sourlas, ambos

consideraban R = R, haciendo uso por tanto del orden usual en R
unicamente en la definicién de 7.

En este articulo veremos que es conveniente generalizar el trabajo de
Tsagas y Sourlas para el caso en que R # R, caso que ya fue primero
analizado por Santilli en [9] (véanse paginas 24-25).

De hecho, este ultimo tipo de levantamiento isotépico ya habia sido
tratado por el propio Santilli en 1993 (véase [8]), cuando propuso por
primera vez la distincién entre isocuerpos de Santilli de Primer Tipo e
1socuerpos de Santilli de Sequndo Tipo, realizando C.-X. Jiang un estudio
més detallado en 2002 (véase [2]). De tal forma que, mientras que los
isocuerpos de primer tipo K 7 son aquellos en los que la isounidad de
Santilli 7 es un posible elemento arbitrario del cuerpo original K, es
decir, un nimero positivo, tal y como se usa en aplicaciones mateméticas
como pueden ser los isocriptogramas; los isocuerpos de segundo tipo K T,
son aquellos en los que la isounidad de Santilli T es también positiva, si
bien no es un elemento de K, es decir, un operador definido-positivo
integro-diferencial, tal y como se usa en aplicaciones fisicas.



Es evidente por tanto que, como conjuntos, los isocuerpos de primer
tipo coinciden con los cuerpos originales, notando asi Santilli, K 1 = K.
Sin embargo, también como conjuntos, los isocuerpos de segundo tipo no
coinciden con los cuerpos originales y son sélo isomorfos localmente, en
cuyo caso, Santilli escribe [A(H 2Ky }A(H ~ K.

En estudios posteriores sobre la isoteoria de Santilli se ha hecho uso
de la anterior distincion, desarrollandose trabajos tanto para isocuerpos
de primer tipo como para los de segundo tipo.

Como ejemplo de estudio basado en isocuerpos de primer tipo se tiene
de hecho el concepto de isotopologia de Tsagas y Sourlas que hemos men-
cionado mas arriba. También es de destacar a este respecto la definicion
de isovariedad V (R;) que dan estos dos matematicos en [12] (estudiada
posteriormente en [13] y [14]) , dado que, como vimos anteriormente,
ellos suponen en todo su trabajo que, como conjunto, los isocuerpos co-
inciden con los cuerpos originales.

Por su parte, como ejemplo de estudio basado en isocuerpos de segun-
do tipo se tiene el levantamiento isotopico de los espacios métricos intro-
ducidos originalmente por Santilli en [5] (ver también [6]) M(z,m,R) —
M(z, i RU) dondeZ =z x I, m=TximyT =1"sobre el isocuerpo
isorreal R de segundo tipo.

Por tanto, el objetivo principal de este articulo es analizar mas deta-
lladamente como se construye una isotopologia basada en un isocuer-
po de segundo tipo, teniendo en cuenta todos los trabajos de Tsagas,
Sourlas y Santilli, mencionados anteriormente. Esta construccién es tam-
bién muy importante por sus aplicaciones practicas. Asi por ejemplo,
tenemos el hecho de que la cadena de valencias que caracteriza a toda
molécula es estructuralmente no local-integral, debido a la penetracion
de los paquetes de onda de los electrones de valencia, lo cual requiere
precisamente el uso de una topologia no local-integral, que se obtendria



a partir del anélisis que nos proponemos. De hecho, el propio Santi-
lli ha probado en [11] que el uso de una nueva isotopologia integro-
diferencial y de métodos isotopicos relacionados para una isounidad de
Santilli 7 = O x exp™3" [47(r) x¢(r), donde O es un operador y ¥ (r) es
la funcién de onda del electron de valencia, ha permitido por primera vez
la obtencién de una representacion exacta e invariante de todas las carac-
teristicas moleculares. En este sentido, es necesario el uso de isocuerpos
de Santilli de segundo tipo para la obtencién de los resultados de [11].

Teniendo en cuenta todo lo anterior, un primer aspecto que debere-
mos tratar en este articulo es la posibilidad de trabajar con cuerpos no
ordenables. Necesitaremos por tanto disponer de una generalizaciéon del
orden usual establecido en R.

En todo caso, la generalizacién que nos proponemos realizar debera
hacerse en todo momento con el objetivo de que la definiciéon de iso-
topologia propuesta por Tsagas y Sourlas quede como caso particular
de la propuesta aqui, pensando a su vez en una futura generalizacion
de las isovariedades diferenciables de Tsagas-Sourlas en las llamadas iso-
variedades isodiferenciables, que hacen uso del célculo isodiferencial in-
troducido por Santilli en 1996 (véase [9]), es decir, de una herramienta
posterior al trabajo monogréafico de Tsagas y Sourlas.

Daremos asi una serie de nociones bésicas acerca del levantamiento
isotopico de la topologia convencional, generalizando las ideas propues-
tas por Tsagas y Sourlas y desarrollando nuestro estudio siempre desde el
punto de vista de los diferentes elementos de isotopia utilizados. Senale-
mos ademas que los resultados que se van a dar se presentan para isoespa-
cios vectoriales e isocuerpos respecto a la multiplicacién, siendo analogos
los resultados relativos a isoespacios vectoriales e isocuerpos respecto a
la suma. Indiquemos también que cuando hablemos de un levantamiento
isotopico respecto a unos elementos de isotopia, lo haremos refiriéndonos
al modelo de construccion del isoproducto.



Para llevar a cabo tales construcciones se hard uso de las llamadas
1sotopias de Santilli, en particular, de las del tipo X = X % I, obtenidas
a partir de una zsountdad I y de una operacién .

El origen de estas isotopias tiene lugar en 1978, con la presentacion
que hace R. M. Santilli de su nueva teoria, conocida hoy como isoteoria
(véase [4]). Se trata de una generalizacion de la teoria convencional de
Lie (basada esta tultima en términos lineales, locales y canénicos), que
pretende, haciendo uso de un elemento unidad generalizado (isounidad
de Santilli (o isounidad para simplificar)), levantar la teoria convencional
a términos no lineales, no locales y no candénicos, lo mas generales posi-
bles, de tal forma que posteriormente se pueda reconstruir la linealidad,
locacidad y canonicidad en ciertos espacios generalizados, dentro de las
coordenadas fijadas por un observador inercial. En particular, levanta
por medio de isotopias las llamadas Algebras de Lie y més tarde los
Grupos de Lie, dando lugar respectivamente a las Algebras y Grupos de
Lie-Santilli.

En los anos siguientes, la isoteoria de Santilli se ha consolidado y ha
comenzando a tener importantes aplicaciones en diversas ramas de la
Fisica y la Ingenieria. Al mismo tiempo, Santilli y sus colaboradores han
realizado el levantamiento isotépico de las estructuras mateméaticas méas
importantes, dando lugar a las llamadas isoestructuras matematicas (iso-
grupos, isoanillos, isocuerpos, isoespacios,...). Para una vision historica
del desarrollo de la isoteoria y una amplia bibiliografia al respecto, puede
verse [1].

Senalemos por tdltimo que, para simplificar la notacion, evitaremos
el uso de los subindices I y I1, referentes a los isocuerpos de primer y
segundo tipo, si bien tendremos en todo momento presente esta distin-
ciéon en el sentido mencionado anteriormente. De hecho, nuestro estudio
intenta englobar ambos tipos de isocuerpos, para lograr asi un anélisis
maés coherente con la definicion de isotopologia de Tsagas-Sourlas en [12]



y de su generalizacion en [9].

2 Preliminares

Con el fin de facilitar una adecuada comprension del presente estudio, se
indican en esta seccion las definiciones y propiedades més importantes de
la isoteoria de Santilli, que necesitaremos mas adelante. Para una mayor
profundizacién en los conceptos aqui mencionados puede verse [1].

Definicion 2.1  Dada una estructura matemdtica cualquiera, se define
una isotopia o levantamiento isotopico de la misma como cualquier levan-
tamiento suyo, que dé como resultado una nueva estructura matemdtica,
tal que verifique los mismos axiomas bdsicos que caracterizan a la estruc-
tura primitiva. A esta nueva estructura se le dard el nombre de estructura
isotopica o isoestructura.

Definicion 2.2  Se denominan isotopias de Santilli a aquellas isoto-
pias de una estructura lineal, local y candnica, que den como resultado
una isoestructura en las formas no lineales, no locales y no candnicas mds
generales posibles y que sean capaces de reconstruir linealidad, locacidad y
canonicidad en ciertos espacios generalizados, dentro de las coordenadas
fijadas por un observador inercial.

Definicion 2.3  Sea E una estructura matemdtica cualquiera, de ca-
rdacter lineal, local y candnico, definida sobre un conjunto de elementos
C. Sea V2O C un conjunto dotado de una ley de composicion interna
%, con elemento unidad I. A dicho conjunto V se le llamard conjunto
general de la isotopia. Sea I €V ta que ezxiste su inversa T = 1!
respecto a la operacion x (donde el superindice indica la unidad bajo la
cual se calcula la inversa, es decir, tal que IT+T =Tx1 = I). 1 serd
entonces llamado unidad isotopica o isounidad, y serd la unidad bdsica
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del levantamiento a sequir de la estructura E. Al elemento T se le llama
elemento isotopico. Finalmente, el par de elementos I y * constituirdn
los elementos de la isotopia.

Bajo las condiciones anteriores, Santilli propone en [4] pasar de la
estructura E a una isoestructura £ , mediante un levantamiento del tipo
XeE—X=XxI€E. Ademés, si la estructura E esta dotada de
una operacion e , Santilli define en E la isooperacion ® = *7T'x, siendo
asi XoY = (X x )« T x (Y * ]) XY, siempre que * sea asociativa.
Obsérverse que entonces, Xeol = (X * I) «Txl=Xx]=X= IoX
con lo cual T es el elemento unidad de £ respecto e.

El anterior modelo de construcciéon recibe el nombre de modelo de
construccion del isoproducto. Para dar coherencia a los resultados que
daremos, definiremos la isooperacion e a partir de ahora como XoY =
X/*\Y, para todos X,Y € F.

Definicion 2.4 Sea K = K(a,+, X) un cuerpo de elementos {a,b, ... }.
Se denomina isocuerpo K a toda isotopia de K, dotada de dos nuevas
operaciones + y X, verificando los aziomas de cuerpo.

Proposiciéon 2.5 Sea K = K(a,+, X) un cuerpo asociativo y sean
f, §, x 1y * elementos de isotopia en las condiciones de la Definicion 2.3,
siendo I y S los elementos unidades respectivos de x y x. En estas condi-
ciones, si K(a,*,x) tiene estructura de cuerpo con elementos unidades
respectivos S, 1 € K, entonces el levantamiento isotdpico K (@, F, X), rea-
lizado por el procedzmzento del isoproducto, correspondzente ala zsotopm
de elementos principales T Yy *x y secundarios S Yy *, con R=38°%=
rxl e K tiene estructura de isocuerpo respecto a la multiplicacion, si y
solo siaxr =r =rx*a, para todo a € K. O

Definicion 2.6 Sea (U, o,e) un K(a,+, X)-espacio vectorial. Sea K =
K(a, T, Q) un isocuerpo asociado a K. Se dice que U es un K -isoespacio
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vectorial si, siendo una isotopia de U, dotada de dos nuevas operaciones
oy, (U 0, ®), tiene estructura de K- espacio vectorial.

A los elementos del isoespacio U se les denomina usualmente isovec-
tores.

Proposicion 2.7  Sea (U,o0,e) un K(a,+, x)- espacio vectorial. Sea
[?(?i,—T—, §<\) el isocuerpo respecto a la multiplicacion asociado a K, co-
rrespondiente a la isotopia de elementos principales T y * (de elemento
unidad [) y elementos secundarios S y x (de elemento unidad S, siendo
R=258%5=RxIc€ K) en las condiciones de la Proposicion 2.5.
Sean O (de elemento unidad 1), S’ y o (de elemento unidad S', siendo

R =9" =nR0OJ € U) elementos de isotopia que junto a T estén
en las condiciones de la Definicion 2.3, siendo el conjunto general V'
asociado tal que K UU C V'. En estas condiciones, si (U, o,0) tiene
estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K (a,*,*), siendo (U, o) un
grupo con elemento unidad S" € U, entonces el levantamiento isotdpico
((7,6, ®), correspondiente a la isotopia de elementos principales T y O
y secundarios S y ©, mediante el procedimiento del isoproducto, tiene
estructura de zsoespacw vectorial respecto ala multzplzcaczon sobre K st
y solo si GoR = I para todo a € K Y ReX = R para todo XeU. O

Proposicion 2.8  Consideremos los sistemas de vectores e isovectores
B =A{e,...,ent y B ={e = elﬂf,... € = ean},respectivamente.
En las condiciones de la Proposicion 2.7, si se sigue un modelo de isotopia
que, bajo el modelo de construccion del isoproducto, utilice 1sounidades
actuando como constantes y mantenga como isooperaciones las opera-
ciones de partida,entonces, si 3 es una base de U, resulta que B es una
isobase de U. a

Definicién 2.9  En las condiciones de la Definicion 2.3, un levan-
tamiento isotdpico de la estructura E se dice inyectivo ( o bien que co-
rresponde a una isotopia inyectiva) si se verifica que X =Y, para todos
X,Y € F tales que X=Y.
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Definicion 2.10  Sea U(X, g, K) un espacio vectorial métrico (con
elementos X, Y, Z,...) sobre un cuerpo K(a,+, x), con una métrica g
asociada a una distancia métrica d. Se dice que (7()?,@\, K) es un isoes-
pacio vectorial métrico si, siendo una isotopia de U , es un isoespacio
vectorial sobre el isocuerpo IA((Zi, T, §<\), dotado de un orden < y siendo
0 € K su elemento unidad respecto a + (con propiedades usuales respecto
al orden <), con elementos )?, ?, 2, ... Yy dotado de una nueva isométri-
ca g, que serd una isotopia de la métrica g verificando las propiedades
Necesarias para Ser una meéetrica en U ; es decir, que g estd asociada a una
isodistancia métrica c?, que siendo una isotopia de la distancia métrica d
verifica, para todos )A(, }/}, 7 e (7, las siguientes condiciones:

~ ~

1.0<d(X,Y) ; dX,

~
o
<)
)

)=0<
2. d(X,Y)=d(Y,X).

3. Desigualdad triangular: ()? ,}A/) < d(

~

,2)Fd(Z,Y).

<)

3 Niveles en un levantamiento isotépico

Debemos comenzar senalando coémo vamos a desarrollar nuestro estudio
sobre levantamientos isotopicos. En general, toda isotopia parte de una
estructura matematica convencional y permite construir una isoestruc-
tura verificando los mismos axiomas que la inicial. Aparecen asi varios
niveles de construccion:

a) Nivel convencional: ([4]) Se trata de la estructura matemati-
ca de la que partimos, dotada de un conjunto de elementos y de
una serie de operaciones que los relacionan. Se refiere en general
a las estructuras matematicas referidas a las unidades usualmente
utilizadas: E = E(a,+, X, ...).

b) Nivel general: Se trata del conjunto general V', que consta en par-

ticular de los elementos de isotopia utilizados en todo levantamiento
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isotopico que sigue el modelo de construccion del isoproducto. Esto
es, V =V (a,*,x,..).

Un aspecto importante es la restricciéon de V a E. Esto es, F, =
E(a,*,*,...), que sabemos debe verificar los mismos axiomas que la
estructura inicial E.

Teoéricamente es el nivel més importante en la construcciéon de iso-
topias de Santilli (véase [1]), aunque creemos que debe ser estudiado
con méas profundidad. De hecho, se trata del nivel en que se basa
fundamentalmente nuestro trabajo.

Nivel isotopico: ([4]) Se trata de la isoestructura matematica

que se obtiene tras realizar el levantamiento isot6pico. Esto es,
E=FE®@%+,X,...).

Esta dotada de un conjunto isotépico y de una serie de isoopera-
ciones que relacionan sus elementos. Dichos elementos, denotados
con un gorro ~ superpuesto, se dan respecto a la isounidad de E.
Asi, para una isoestructura (E , Q), con isounidad 7, , sus elementos
seran de la forma @ = ax /.

La aplicacion I : £ — E: X — X es entonces sobreyectiva por
construccion.

Nivel de proyeccion: ([9]) Aparece cuando se considera la isoes-

tructura mateméatica E referida a los elementos de isotopia utiliza-
dos en su construccién. Se denotan sus elementos con una linea
superpuesta al gorro ~ de los elementos de E, = . Asi, si en la
construccién de E se utilizan los elementos de isotopia * (de ele-
mento unidad 7) e f, se obtiene entonces en el nivel de proyeccion

una estructura F, cuyos elementos se dan respecto a la unidad I:

~

a=axI=(axI)*I.

La aplicacion 7 : £ — E : 4 — 7(@d) = a recibe el nombre de
proyeccion y en general, diremos que un elemento de E se proyecta
a su correspondiente elemento asociado en E. Obsérvese que por
construccion, 7 es una aplicacion sobreyectiva.

Debe destacarse que en principio E s6lo est4 dotado de operaciones
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cuando 7 sea lineal respecto a las isooperaciones asociadas a F. Asi,
para una isoestructura (F, x), si 7 es lineal respecto a x, se define

—~
=~

en F' la operacion x como axb = axb. En dicho caso se tiene que

7 es un morfismo sobreyectivo entre (E,X) y (E ,§)

Este es el nivel mas importante en la practica, pues se obtienen mo-
delos matemaéticos que bajo las unidades usuales no podrian darse.

Atin existe otro nivel que engloba los niveles convencional e isotdpi-
co. Se trata del nivel aziomdtico ([4]), que identifica toda estructura
matemaética que verifique unos mismos axiomas.

En definitiva, la relacion existente entre los diferentes niveles de cons-
truccién en un levantamiento isotopico, pueden verse en el siguiente dia-
grama:

. . Nivel general
Nivel convencional &

(V, %, %, ...)
(E,+, X, ...) (E,*,x%,...)
! f l
Nivel de Proyecciéon Proyeccion Nivel isotépico
(B, %,%,..) (E,F,%,..)

El presente estudio pretende desarrollar sus diferentes resultados en
los diferentes niveles de construccién de un levantamiento isotépico. Es
por ello por lo que se intentara establecer condiciones suficientes a las
isotopias utilizadas para conseguir asi llegar a resultados coherentes en
el dltimo de los niveles descritos, esto es, en el nivel de proyeccion. No
obstante, a la hora de encontrar resultados practicos, nuestro trabajo
estd basado en los resultados obtenidos en [1] para la construccion de
los diferentes tipos de isoestructuras mateméticas. Dichos resultados
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se fundamentan en el uso del nivel general para la construcciéon de un
levantamiento isotépico. Con ello pretendemos ademéas dar consistencia
a los diferentes usos précticos que tanto Santilli como sus colaboradores
han dado a la isoteoria de Santilli.

Con vista a lograr esta generalizacién de nuestro estudio al resto de
niveles de construccién es conveniente comenzar mejorando la definicion
de levantamiento isotépico inyectivo, dada en la Definiciéon 2.9:

Definicién 3.1 En las condiciones de la Definicion 2.3, un levantamien-
to isotdpico de la estructura E se dice inyectivo si se verifica que para
todos X,Y € E tales que X = Y deba ser X =Y.

Con este nuevo aspecto de la Definicién queremos hacer hincapié en
el hecho de que dados X,Y € FE tales que X # Y, debe tenerse siempre
en el nivel 1sotop1(:o que X #+ Y pues referidos a la isounidad T de E
X = XX[#YX[—Y de la misma manera que en F, X = X X e #
Y xe =Y, siendo e el elemento unidad de E respecto a x. Se tiene de esta
forma que la aplicacién sobreyectiva I : £ — E: X — X es también
inyectiva, siendo por tanto una biyeccion. Asi pues, los conjuntos de
elementos de E'y E estan relacionados biunivocamente.

~

Ahora bien, en el nivel de proyeccion si puede darse que X=Y
para X # Y. Por ejemplo, haciendo uso del modelo de construccién
del isoproducto, si tenemos en el conjunto general V' los elementos de
isotopia * (de elemento unidad I) e f, puede darse que X * _f =Y % f,

siendoasi,)A(:X*f:(X*f)*I:(Y*f)*[:Y*f:f/.

Por otra parte, es evidente > que en cualquier levantamiento isot6pico,
si X =Y, entonces X = YyX Y.

Tenemos ademas como consecuencia directa de las observaciones an-
teriores el siguiente resultado:
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Proposicion 3.2 En las condiciones de la Definicion 2.3, el levanta-

miento 1sotopico que construye E es inyectivo st y solo st la proyeccion 7 :

E — E:a— 7(a) =a es una aplicacion inyectiva. Como consecuencia,

cuando el levantamiento isotopico mencionado sea inyectivo, ™ serd un

isomorfismo entre £ y E.

Demostracion

Lo vemos por doble implicacion:

a)

Supongamos que el levantamiento isotopico que ¢ construye E es in-
yectivo. Entonces, dados X,Y € L tales que 7T(X) = W(EA/) se tiene
por definicién que X = Y siendo asi X =Y al ser 1nyect1vo el le-
vantamiento isotopico senalado. Pero entonces, X =Y de manera
inmediata. Al ser X e Y arbitrarios en E, llegamos finalmente a
que 7 es inyectiva tal y como queriamos ver.

Supongamos ahora que 7 es inyectiva y veamos que también lo es el
levantamiento isotopico que construye E. Tomemos asi X Y eFE
tales que X = Y. Sera entonces 7(X) = 7(Y) y asf, X = Y, al
ser 7 inyectiva por hipdtesis. Ahora bien, tal y como ha quedado
analizado en las observaciones previas a la presente proposicion, lo
anterior equivale a decir que X = Y. Dada la arbitrariedad de X
e Y en E, llegamos finalmente a que el levantamiento isotépico que
construye E es inyectivo, como queriamos probar.

Veamos ahora la tltima parte del enunciado. Por construccién ya

vimos que 7 era una aplicacién sobreyectiva, con lo cual, teniendo en

cuenta los resultados que acabamos de ver, esta claro que en caso de que

el levantamiento que construye E sea inyectivo, 7 es una biyeccion.

Por otro lado, suponiendo que la isoestructura E esta dotada una

isooperaci(’)n X, tendriamos que seria coherente definir la proyeccion de

A~ <~ AN~ N

X en E, X, como XXY = XXY, para todos X Y € E. Es coherente
pues suponiendo que existe 7 € E tal que 7=X , se tendra que Z = X

17



al ser inyectivo el levantamiento que da lugar a E siendo asi Z = X y
por tanto, ZXY = ZxY = X><Y_ XxY. Anélogamente, si se tiene

_= ~o~

que Z = Y se tendra que X xZ = X xY.

Ahora bien, la proyecciéon 7 : (E, X) — (E,?) serfa entonces lineal
en X, pues se tendria que ﬂ()???) = XxY = XxXY = (X)XW(Y).
Como esto se tendria para toda isooperacion en F, llegamos finalmente

a que 7 es una aplicacién biyectiva lineal en todas las isooperaciones de

la isoestructura E. Esto es, m es un isomorfismo de F en E. O

De hecho, debido al resultado que acabamos de ver, alcanza a tener
coherencia las dos formulaciones que tiene cualquier aspecto de la iso-
teoria de Santilli, tal y como se hace notar siempre en la literatura, en
contraposicion a la unica formulacion que tiene el nivel convencional. Es-
tas dos formulaciones se ofrecen con los niveles isotopico y de proyeccion.

Finalmente, siguiendo con este aspecto de la isoteoria y teniendo en

cuenta como hemos definido las isooperaciones en F, llegamos al siguiente
resultado:

Proposicion 3.3 Sea E(—T—, X,0,9, ...) cualquier isoestructura matemdti-
ca en las condiciones de la Definicion 2.3, pudiendo ser por tanto con-
siderada con su estructura matemdtica convencional correspondiente. Se
tiene entonces que st el levantamzento 1s0topico que construye E es in-
yectivo, se vemﬁca que E(+ X,0,e, ...) es una estructura matemdtica del
mismo tipo que E.

Demostracion

El resultado es inmediato teniendo en cuenta que 7 : E — E es una
biyeccion por la Proposiciéon 3.2 y que por construccion, las isoopera-
ciones en E se definen por linealidad a partir de las de E. En definitiva,

E hereda por construccion la estructura matemaética correspondiente de
E. O
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4 Mejora en la construcciéon de isoestructuras mate-
maticas respecto a la multiplicacién

Lo que nos proponemos con esta secciéon es dar una serie de observaciones
que permiten mejorar los resultados vistos en la seccién de preliminares
acerca de la construccion de isoestructuras matematicas a partir de iso-
topias que siguen el modelo de construccion del isoproducto. Estas mejo-
ras consisten en aprovechar las propiedades que verifican los elementos
de tales isoestructuras.

Veremos los casos particulares de isocuerpos e isoespacios vectoriales,
que son los que nos interesan en el presente estudio, si bien un desarrollo
anilogo puede hacerse para el resto de isoestructuras matematicas.

Comencemos tratando la construccién de isocuerpos respecto a la

multiplicaciéon. Para ello vemos una serie de lemas previos:

Lema 4.1 En las condiciones de la Proposicion 2.5, se tiene que S*a =
S =axS, para todo a € K.

Demostracion

Fijado a € K, tenemos que S xa = (SxS)*xa = (S *a)* (S *a),
donde hemos usado que (K, +, x) debe tener en particular estructura de
anillo. Ahora, S = (Sxa)™® x(S*a) =S *a.

Anéalogamente se llega a que a xS = 5, lo que termina de probar el
resultado. O

A~ o~

Lema 4.2 En las condiciones de la Proposicion 2.5, (K,—i—, §<\) es un

_03}

1socuerpo respecto a la multiplicacion, si y solo st R=355=9x

Demostracion

Lo vemos por doble implicacién:
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a) =
Por la Proposicién 2.5, K (d,F, X) es un isocuerpo respecto a la
isomultiplicacion si y solo si a xr = r = r % a, para todo a € K.

En concreto, para a = S tendremos haciendo uso del Lema 4.1 que
S=S*xr=r=rxS. Esdecir, r =85, siendo as{ R = S x I,

En particular, se obtiene que 1 la 1sosuma en K queda definida en
todo caso como A+b = a*r b = a*b para todos a,b € K.
Con lo cual, el elemento unidad de K respecto a + debe ser como

buscdbamos, S=8%1= ﬁ, pues de esta forma, TS =ax8S =
a=S+*a=S%a, para todo a € K.

b) <
Basta probar que a x r = r = r x a, para todo a € K. Ahora bien,

en nuestro caso, r = S, con lo cual lo anterior se tiene sin méas que
aplicar el Lema 4.1. O

Obsérvese que en la construccion de un isocuerpo respecto a la multi-
plicacion, la isosuma queda univocamente determinada por la operaciéon
*, que tendrd asociada el elemento unidad S € A, del cual se levanta
isotopicamente S. En definitiva llegamos al siguiente resultado:

Proposiciéon 4.3 Sea K = K(a,+, X) un cuerpo asociativo y sean f, *,
S y x elementos de isotopia en las condiciones de la Definicion 2.3, siendo
I y S los elementos unidades respectivos de x y x. En estas condiciones, si
K (a,,x) tiene estructura de cuerpo con elementos unidades respectivos
S, 1 € K, entonces el levantamiento isotdpico [A((Zi T, X), realizado por el
procedzmzento del isoproducto, correspondzente ala zsotopm de elementos
principales 7 Y * y secundarios S Y *, CON R=5"5¢ K tiene estructura
de isocuerpo respecto a la multiplicacion, si y solo si R=S=Sx«1. En
particular, se define aTb=axb para todos a,b € K . O

Resultados analogos se alcanzan para la obtencién de isoespacios vec-
toriales:
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Lema 4.4 En las condiciones de la Proposicion 2.7, se cumple que:

a) SOX =5', para todo X € U.
b) SeX = §’, para todo X € U.
c) oS = §’, para todo a € K.

Demostracion

a) Fijado X € U tenemos que SOX = (SxS)0X = (SOX) % (SOX),
donde hemos usado que (U, <, 0) es un K (a, *, *)-espacio vectorial.
Ahora, S’ = (SOX) ™% % (SOX) = SOX, como queriamos ver.

A DN, D

b) Fijado X € U tenemos que SeX = (S+S)0X (SeX)+(SeX),
donde hemos usado que (U , 0, 0) es un K (a T, X)-isoespacio vecto-
rial. Ahora, S’ = (SeX)53(5eX) = SeX, como buscabamos.

¢) Fijado a € U tenemos que GeS = Ge(5755") = (4eS")5(aes"), con
lo cual, S’ = (aeS’)~5'5(GeS’) = GeS’, como queriamos probar. O

Lema 4.5 En las condiciones de la Proposicion 2.7, (U,3,) es un
K(ﬁ ) ><) -1soespacio vectorial respecto a la multiplicacion, si y solo si
R=85%=90I=5.

Demostracion

Lo vemos por doble implicacion:

a) =
Supuesto que (U,3,9) es un K (@, F, X )-isoespacio vectorial respec-
to a la mu]tlphcamon tendremos aplicando la Proposiciéon 2.7 que
ok = R para t todo a € K. En partlcular para S € K ten-
dremos que R'O] = R = (SDI).R’ = (SDR’)DI Con lo cual
debe ser R’ = SOR'. Ahora bien, haciendo uso del apartado (a) del
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Lema 4.4, debe ser R = SOR' = S’. Con lo cual, R = S’ y asi,
R =501

Por otra parte, teniendo en cuenta las observaciones anteriores y € el
apartado (b) del Lema 4.4, llegamos a que S'0] = k' = SOR' = &,
con lo cual, S =9 DI como buscédbamos.

b) <
Bastara ver que Gk’ = R’ para todo @ € K y ReX = R’ para
todo X € U. Ahora bien, en nuestro caso, tenemos por hipotesis
que R =8"%=90] = S’ por construccién, tenemos aplicando
el Lema 4.3 que R = S5 = § = S« I; con lo cual, basta aplicar

respectivamente los apartados (c¢) y (b) del Lema 4.4 para obtener
los resultados buscados. O

Llegamos en partlcular con el resultado anterior a que la isosuma o
en U se define como XoY = XSOV = X<>Y para todos X, Y € U.

Por otro lado, para R =355 =901 = §’, se tiene que ol =

En definitiva llegamos al siguiente resultado:

Proposiciéon 4.6  Sea (U,o,e) un K(a,+, X)-espacio vectorial. Sea
IA((EL\,—T—, Q) el isocuerpo respecto a la multiplicacion asociado a K, co-
rrespondiente a la isotopia de elementos principales 7 y * (de elemento
unidad 1) y elementos secundarios x (de elemento unidad S) y 5= S*f,
en las condiciones de la Proposicion 4.3. Sean O (de elemento unidad
1), S y o (de elemento unidad S'), elementos de isotopia que junto a T
estén en las condiciones de la Definicion 2.3, siendo el conjunto general
V' asociado tal que K UU CV'. En estas condiciones, si (U,o,0) tiene
estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K (a,*,*), siendo (U, o) un
grupo con elemento unidad S" € U, entonces el levantamiento isotdpico
((7,8, ®), correspondiente a la isotopia de elementos principales 7 y Oy

!

o o PN . o
secundarios S" y o, con R' = S" € U, mediante el procedimiento del
1soproducto, tiene estructura de isoespacio vectorial respecto a la multi-
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plicacion sobre I?, sty solo si R =8 =950l En particular se define
XoY = XOS'QOY = XOY, para todos X,Y € U. O

Acabaremos esta seccién con un aspecto a destacar. Este es que
llegamos a la conclusiéon de que cualquier isotopia que se nos presente en
la practica puede estudiarse como un levantamiento isotépico que siga
el modelo de construccién del isoproducto, con elementos de isotopia
principales asociados a la multiplicacion:

Proposicion 4.7 Toda isotopia I : E(+, x,0,e,...) — E(+, X,0,e, ...)
puede ser estudiada como un levantamiento isotopico que siga el mo-
delo de construccion del isoproducto, con elementos de isotopia princi-
pales asociados a la operacion de la multiplicacion. FEsto es, cualquier
1soestructura matemdtica es una isoestructura matemdtica respecto a la
multiplicacion.

Demostracion

Basta considerar en el nivel general el conjunto E (%, *, <, 0, ...), donde
cada operacion f se asocia a la correspondienteaen E, definiéndose como
atb = I_l(AEZ) lo cual tiene sentido, pues como ya vimos, la aplicaciéon
I:E— E:a— desuna biyecciéon por construccion. Obtenemos ast
que la isooperacion h se defina a posteriori como ahb = I(afh) = aﬂb que
es la forma en que queda definida toda isooperacion bajo el modelo de
construccion del isoproducto, donde los elementos principales de isotopia
estan asociados a la multiplicaciéon, segiin hemos visto en los resultados
de la presente subseccion.

Definiendo las operaciones de esta forma en el nivel general con-
seguimos ademads por linealidad dotar al conjunto E(x,x*,<,0,...) de
una estructura matematica del mismo tipo que ambas E(+, X,0,e,...)
y E(—/F, X,0,®,...). Mas aun, el elemento unidad correspondiente a cada
operacion f serd por construccion el elemento en E, del cual se levante
isotoépicamente la isounidad de la isooperacion E asociada.
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Se cumplen por tanto para cada uno de los tipos de estructuras
matematicas que hemos estudiado, el conjunto de condiciones necesarias
para poder aplicar el modelo del isoproducto mencionado, obteniendo por
construcciéon la misma isoestructura matemaética de la que disponiamos
inicialmente, tal y como ibamos buscando. a

La anterior proposicion resulta de esta forma de vital importancia en
el estudio de las isotopias, pues permite restringir dicho estudio a las
isoestructuras matemaéticas respecto a la multiplicacién, cuyo proceso
de obtencion ha quedado plenamente establecido con los resultados que
hemos obtenido a lo largo de esta subseccion.

En particular, las isotopias que siguen el modelo de construccion de la
transformacion no unitaria (véase [10]), que tiene una gran importancia
en el campo de investigacion de la Fisica moderna, pueden restringirse por
tanto al modelo de construccién del isoproducto citado, lo cual creemos
que puede favorecer un estudio més efectivo si cabe en dicho campo.

5 Isoespacios isotopologicos

Comenzamos ya en esta seccién a estudiar una serie de nociones bésicas
acerca del levantamiento isotopico de la topologia convencional, genera-
lizando las ideas propuestas por Tsagas y Sourlas en [12] y desarrollando
nuestro estudio siempre desde el punto de vista de los diferentes elementos
de isotopia utilizados. Comenzaremos nuestra propuesta con la distincion
entre isoespacios topoléogicos e isotopolégicos, estudiando las diferencias
existentes entre ellos. Estudiaremos para ello una serie de definiciones
que creemos originales y que nos permitiran nuestro posterior avance en
la materia.

Nuestro propésito en esta seccion es poder dar una nocién més general
de la isotopologia, bajo la cual la topologia integro-diferencial de Tsagas-
Sourlas sea un caso concreto para el isoespacio R™.
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Para ello comenzamos viendo la nocién de isoespacio isotopologico:

Definicién 5.1 Un isoespacio topologico es un par (]\/4\, &), donde M es
un isoespacio asociado isotopicamente a un espacio M y N = U)?e]\?&\)?’
de tal forma que cada &\;( sea una familia no vacia de subconjuntos de
M tal que:

ﬁf(, entonces X € A.

~

A\Q B C J\//T, entonces B € &2

)
) %Y

¢) Si{A, B} € ﬁf(, entonces AN B € ﬁf(
) ~

&\5(, entonces existe K € E‘l\;( tal que A € &\2, para todo

A los elementos de ﬁ)? se les llaman isoentornos de X. A ﬁ)? se
le denomina sistema fundamental de isoentornos de X. Por otro lado,
cuando el espacio M del que se levante M sea un espacio topoldgico,
diremos que M es un 1s0espacio isotopologico.

Obsérvese que por la definicién anterior, todo isoespacio topologico
tiene estructura de espacio topolégico. Por otra parte, teniendo en cuenta
que todo levantamiento isotopico puede estudiarse siguiendo el modelo
de construccién del isoproducto con elementos de isotopia principales
basados en la multiplicacién, podemos restringir nuestro estudio a dicho
modelo. Sabemos entonces que en el levantamiento isotopico utilizado,
los niveles general e isotépico son isomorfos. Con lo cual, haciendo uso
de este isomorfismo tendremos de forma inmediata el siguiente resultado:

Proposicién 5.2 Sea M un espacio cualquiera en el nivel convencional
y sea M un 1soespacio asociado a €l. Se tiene entonces que M es un
1soespacio topoldgico si y solo si M es un espacio topoldgico. Como con-
secuencia, las nociones de isoespacio topologico e isoespacio isotopoldgico
son equivalentes.
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Demostracion

Lo vemos por doble implicacién:

a)

<~

Sea (M,X) un espacm topologmo cualqmera Sea M un isoespacio
asociado a M y sea N = U{N = NX, donde Ny € N, VX €
M}, donde se ha aphcado la misma isotopia que la usada en la
construccion de M. Veamos que N asi definida es una familia que
verifica las condiciones de la Definiciéon 5.1:

a.1) Sea Aer - Tendremos entonces por construccién que A € Ny
y asi, al ser (M, R) un espacio topologico, sera X € A. Resulta
asi por tanto que X € A.

a.2) Sean Ac ﬁ)? y A C B C M. Se tendra entonces que A C
B C M vy, por construccion, A € Nx. Asi, al ser (M,R) un
espacio topologico, llegamos a que B € Ry y, por construccion,
E c &\)A(

a.3) Supongamos que tenemos {A\ E} C ﬁA Ser4 por construccion
{A, B} C Xx. Con lo cual, al ser (M, N) un espacio topologico,
tendremos 5 que AN B e Ny. Sera asi ANBe¢ NA Pero como
AﬂB—AﬂB, llegamos a que AnBe N)A(.

a.4) Sea Ae ﬁA Sera por construccion A € Ry. Por ser (M, R) un
espacio topologico tenemos que existe K € Ny tal que A€ Ny,
para t todo Z € K. O equlvalentemente existe K € N tal que
Ae NZ, para todo Z e K.

De esta forma llegamos a que M es un isoespacio topolégico, como
queriamos probar.

=

Para ver que M es un espacio topolégico, bastara considerar la
familia R = Uxep{Nx : k@\( = f\l\;(} Esto es, N es el conjunto
formado por las familias Ny que se construyen tomando para cada
AeR, <, el conjunto A C M del que se levanta isotopicamente A
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Veamos por tanto que el conjunto X que hemos definido verifica las

condiciones necesarias para que (M,R) sea un espacio topolégico,
fijando para ello X € M.

b.1)

b.2)

b.3)

b.4)

Sea A € Nx. Entonces, Ac NX = NA Por tanto, al ser M un
isoespacio topolégico, XeA y asi, de nuevo por ser inyectiva
la isotopia utilizada, llegamos a que X € A.

Sea A € Ny ysea B C M tal que A C B. Seradn entonces
BC M y A C B. Con lo cual, como Ae &X por definicion de
N, resulta que, al ser M un isoespacio topoldgico, se tiene que
Be ﬁf( Asi, por construccion llegamos a que B € V.

Sea {A, B} C Rx. Serd por tanto, {A, B} C &\;(, con lo que
se tendra, al ser M un 1soespac1o topologico, , que ANBe NA
Ahora bien, ANB = ANB. Asi pues, ANB ¢ NXypor
tanto, AN B € Ny, por construccion.

Sea A € Ny. Sera entonces A€ &X, con lo cual, al ser M
un 1soespa(:1o topologlco se tiene que existe K € NA tal que
Ae N , para todo ZeK. Lo que equivale por construccién a
decir que existe K € Ry tal que A € Ny, para todo Z € K.

Asi pues, dado que X era arbitrario en M, llegamos a que (M, R)

es un espacio topoldgico. Con lo cual, (M,R) es un isoespacio iso-

topologico, como queriamos probar.

La consecuencia mencionada en el enunciado es entonces inmediata

atendiendo a lo que acabamos de ver y a la Definiciéon 5.1. |

Podemos preguntarnos a continuacién qué ocurre en el nivel de proyec-

cion con el concepto de espacio topolégico. Hagase notar en primer lugar
que no es necesario a priori imponer que la proyeccién del nivel isotopico
sea inyectiva, pues la nociéon de espacio topologico no requiere el uso de
leyes en dicho espacio. Aparece asi el concepto de isoespacio topologico
en el nivel de proyeccion:
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Definicién 5.3 Un i 1soespac1o topologico en el nivel de proyeccion es un
par (]\/[ N) donde M es un 1soespacio en el nivel de proyeccion, asociado

1sotopicamente a un espacio M y N = U§eﬁ&\§’ de tal forma que cada

=

N; sea una familia no vacia de subconjuntos de M tal que:

a) Si A € R, entonces X € A

b) SifTGA;yfAl_J/B\QM entonces B € A;.

c) Si {A, B} € Rz, entonces ANBe ;

d) Si Ae &;, entonces existe IA( € NA tal que A AE, para todo
ZeK.

A los elementos de &; se les llaman isoentornos de X. A &; se
le denomina sistema fundamental de isoentornos de X. Por otro lado,
cuando el espacio M del que se levante M sea un espacio topologico,

diremos que M es un isoespacio isotopologico en el nivel de proyeccion.

Obsérvese que todo isoespacio topologico en el nivel de proyeccion
tiene estructura de espacio topolégico. Ademés se verifica la siguiente:

Proposicién 5.4

a) Sea (M,R) un espacio topoldgico cualquiera. Sea M un isoespacio
en el niwvel de proyeccion asociado a M y sea N= U{ﬁ; : &; = &;,
donde Rx € X, VX € M}, donde se ha aplicado la misma isotopia

que la usada en la construccion de M. Se tiene entonces que (M, R)
es un 1soespacio isotopologico en el nivel de proyeccion.

b) Sea (M,R) un isoespacio topoldgico en el nivel de proyeccion, aso-
ctado isotopicamente a un espacito M, a partir de una isotopia in-

yectiva. Se verifica entonces que M es un isoespacio isotopologico
en el nivel de proyeccion.
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Demostracion

Lo vemos por doble implicacién:

a) Analogo al apartado (a) de la demostracion de la Proposicion 5.2,
reescribiendo ~ en lugar de ~

b) Anéalogo al apartado (b) de la demostracion de la Proposicion 5.2,
reescribiendo ~ en lugar de ™, si bien aqui hay que tener en cuenta
que N es el conjunto formado por las familias Ny que se construyen
tomando para cada A€ NA, el conjunto A" C M del que se le-

vanta isotopicamente A y que dado que imponemos que la isotopia
utilizada sea inyectiva, resulta que A’ = A. O

Obsérvese que en el nivel de proyeccion, las nociones de isoespacio
topoldgico e isoespacio isotopolégico no son equivalentes en general. Si
lo son, como se deduce del resultado anterior, en el caso en que la isotopia
utilizada sea inyectiva.

Un aspecto a destacar en la construcciéon que hemos realizado tanto
en el nivel isotopico como en el de proyeccion es que cuando tengamos un
espacio topologico (M, N), podemos obtener un isoespacio isotopologico
sin méas que levantar isotopicamente M a M (a M , respectivamente) y
construir los isoentornos de M (]\//.7 , respectivamente) como los levantados
isotopicos (aplicando la misma isotopia que antes) de los entornos de M.
Llegamos asi a que la construccién realizada es coherente, pues mantiene
la estructura de espacio topologico. De hecho, la relacion dada por las
familias N y R (ﬁ, respectivamente) en las construcciones anteriores seré
la que mantendremos de ahora en adelante, por resultar la mas util a
nuestros propositos, estando todos nuestros resultados supeditados por
esta construccion.

También sera necesario para nuestro desarrollo el siguiente resultado:
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Proposicion 5.5 El producto topoldgico de isoespacios topologicos es un

1soespacio topologico.

Demostracion

Comprobemos el resultado tanto en el nivel isotépico como en el de

proyeccion:

a)

Nivel isotopico:

Sean (]\/4\1,&\1) y (]\/4\2,@) dos isoespacios topologicos cualesquiera.
Aplicando la Proposicion 5.2 obtenemos que tales isoespacios son
de hecho dos isoespacios isotopoloégicos, levantados isotépicos por
tanto de dos espacios topologicos convencionales M, y M.

Consideremos el producto topolégico usual
]@X@:{(y,?)IXEJT/[\l,?E@},

que puede considerarse como levantado isotopico del espacio pro-

ducto M; x Mg, mediante el levantamlento 1s0top1co (X)Y) —

(X Y) = (X,Y). Esto es, M, x My = My x My es un isoespa-

cio en el nivel isotopico.

Aplicando entonces la Proposiciéon 5.2 y teniendo en cuenta que en
el nivel convencional el producto topolégico de espacios topolégicos
es un espa(no topologlco tenemos finalmente que en el nivel isotopi-
co, M1 X M2 = M1 X M es un isoespacio topologico, tal y como
queriamos probar.

Nivel de proyeccion:

Sean (]\/4\152:) y (]/\4\2,&;) dos isoespacios topologicos en el nivel de
proyeccién, cualesquiera, levantados isotopicos de dos espacios con-
vencionales M; y M,. Consideremos el producto topolégico usual

]\//[\1 X ]\//[\2 = ]\//[\1 X ]\/4\2 = M1/><\M2, que es por construccién un
1soespa010 en el nivel de proyeccion. Construyamos ademis la fa-
milia R = R, x R, = {A «xB:AeR,Be NQ}, siendo R 5 =
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X NQA = {ﬁ X E : ,Z € &:7 § € @7} Se tiene entonces que

Z

15

X
ﬁ_ s un sistema fundamental de isoentornos en Ml X MQ, pues fijado
()/(\' }A/) € M1 X MQ, se cumple que:

a) Si E_x B € ﬁ(xy) serd A € @; vy B € @;. Luego, al

ser le y Ngr sistemas fundamentales de isoentornos de X e

~

Y respectlvamente deberé ser X € A e Y € B. Asi pues,

(X Y) € AxB.

b) Seajxﬁ e§(§§ yixﬁggx_c M1><M2 Seré
entonces Z\g 5_@ ﬁl y E - 5 Q_@._Con lo cual, al ser
A€N1 yéé@;,setendréqueaeﬁAyﬁE@A De
esta forma, C' x D € N 5%

c) Sea {(fx B),_(C’ x D)} C N(Ey)_SerTntonies {_A ig Nig
y{é,f)} g@? Asi pues, Eﬂée&;§y§ﬁ5€§;§; con
lo cual, (Ax B)N(C x D)= (ANC)x (BND) GN(??)

d) Sea AxB € §§§ Sera A € ?TI_:T y B € ﬁ_;r. Luego, existe

K1 tal que sera Ac NIA para todo Z € K1 y existe KQ € N2A
tal que B e NQA para todo Z € K2 Asi pues tenemos la

existencia de Kl X K2 € Nl tal que A X B € NlA X NQA

(
para todo (Zl,Z2> € K1 X Kg.

Llegamos por tanto a que (]\/4\1 X ]\/4\2,&: X &;) es un isoespacio

topologico, tal y como buscabamos. O

Hagamos notar que en el apartado (b) de la anterior demostracion,

una vez visto que M; x M, es un isoespacio en el nivel de proyeccion,
el resto de la prueba no es més que una reescritura de la prueba en el
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nivel convencional de que el producto topologico de espacios topologicos
es otro espacio topologico. Esto es debido al hecho, como ya vimos
con anterioridad, de que todo isoespacio topologico no es mas que un
espacio topologico que se obtiene por levantamiento isotépico de otro
en el nivel convencional. Ahora bien, aunque esta prueba podria por
tanto haberse reducido, esto no va a ser posible para todos los resultados
relativos al nivel de proyeccién, puesto que a veces serd necesario imponer
la inyectividad de la isotopia utilizada en la construcciéon realizada. Es
por ello por lo que creemos conveniente no pasar rdpidamente por este
tipo de pruebas, pese a ser a veces mera repeticion de pruebas conocidas
en el nivel convencional.

Senalemos ademés que al isoespacio ]\/4\1 X ]\/fﬁnteri_or se le dara el
nombre de isoespacio topoldgico producto, siendo ]\//[\1 X ]\/4\2 un £so0espacio
topoldgico producto en el nivel de proyeccion. Se considerard por tanto
a partir de ahora que todo isoespacio topolégico producto que aparezca
en nuestro estudio estara dotado de un sistema fundamental de isoen-
tornos siguiendo el modelo de construccion dado en la demostracion de
la Proposicién 5.5, a menos que se indique lo contrario.

6 Isopuntos isoadherentes

Pasamos a continuacién a dar la definicién de isopunto isoadherente en un
isoespacio isotopoldgico. Lo vemos en primer lugar en el nivel isotdpico:

Definicion 6.1 Sea (H E\l\) un isoespacio topologico, levantado 180tdpico
de un espacio topologzco M. Se dice que un zsopunto X € M es adherente
a un conJunto C C M si todo isoentorno de X contiene zsopuntos de C.
Es decir, si AnC 7é 0, para todo Ae NA Esto es, si X es adherente a
C’ considerando a M como espacio topoldgico.

Diremos que X esisoadherente a C si siendo adherente a C es ademds
levantado isotopico de un punto adherente al conjunto C C M, del cual
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se levanta isotdpicamente C.
Se tiene entonces el resultado siguiente:

Proposiciéon 6.2 Sea (J\/Z, &) un tsoespacto topologico, levantado isotopi-
co de un espacio topoldgico (M,R). Se verifica entonces que, dado un
conjunto C - M\, levantado isotdpico de un conjunto C' C M, y un iso-
punto X e ]/\4\, levantado isotopico de un punto X € M, se cumple que X
es adherente a C' st y solo si X es adherente a C. Como CONSecuencia,
las nociones de isopunto adherente e isopunto isoadherente en el nivel
1sotdpico son equivalentes.

Demostracion

Lo vemos por doble implicacién:

a) =
Supongamos que X es adherente a C'. Para ver que X es adherente
a C' tomamos un isoentorno A € NA Por construcciéon tendremos
A e Ny, que verificara que ANC 7& (Z) al ser X adherente a C. Con
lo cual, ANC # 0, pues / AnCo AncC 75 (. Como A era arbitrario

en N , llegamos a que X es adherente a C.

b) <
Supongamos ahora que X es adherente a C. Para ver que X es
adherente a C tomamos un entorno A € Ny. Por construccion sera
Ae &5( y asi, al ser X adherente a 6, tenemos que ANC £ 0.
Ahora bien, ANC = AN C. Conlocual, ANC # 0y asi, ANC # 0.
Como A era arbitrario en Ny, llegamos a que X es adherente a C.

La consecuencia del enunciado es entonces evidente por lo anterior,
atendiendo a la Definicién 6.1. |

A continuacion vemos el mismo concepto en el nivel de proyeccion:
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Definiciéon 6.3 Sea (]\/4\, N) un isoespacio (iso)topoldgico, levantado iso-
tdpico en el nivel de proyeccidn de un espacio M. Se dice que un isopunto
X eMes adherente en el nivel de proyeccion a un conjunto_a c M si
todo isoentorno de X contiene isopuntos de C. Es decir, si AnC 5&@
para todo Ae &; Esto es, st X es adherente a 6, considerando a M
como espacto topologico.

Diremos que X esisoadherente en el nivel de proyeccion a, C si siendo
adherente a C es ademds levantado isotdpico de un punto adherente al

congunto C' C M, del cual se levanta isotopicamente C.

Obtenemos de esta forma el siguiente resultado:

Proposicion 6.4 Sea (]\/4\, ﬁ) un 1soespacio isotopologico, levantado iso-
topico en el nivel de proyeccion de un espacio topoldgico (M,R). Se veri-
fica entonces que, dado un conjunto QQ ]\7, levantado isotdpico de un

conjunto C C M, y un isopunto X € ]\/4\, levantado isotopico de un punto
X € M, se tiene que:

a) Si X es adherente a C, entonces X es adherente a C. Si ademds el

levantamiento isotdpico es inyectivo, entonces se tiene el reciproco.

b) Si X es adherente a C, entonces X es isoadherente a C. Si ademds
el levantamiento isotdpico es inyectivo, entonces se tiene el recipro-
co.

Demostracion

a) Lo vemos por doble implicacion:

a.l) =
Anélogo al apartado (a) de la demostraciéon de la Proposicion
6.2, reescribiendo ~ en lugar de .
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a.2)

=

Analogo al apartado (b) de la demostracion de la Proposicion
6.2, reescribiendo ~ en lugar de ™, si bien aqui hay que tener

en cuenta que ANC = ANC al ser inyectivo por hipotesis el
levantamiento isot6pico utilizado.

b) De nuevo por doble implicacién:

b.1)

b.2)

=
Supongamos ahora que X es adherente a C. Aplicando el
apartado anterior llegamos a que X es adherente a C. Ahora
bien, como X es ademas el levantado isotopico de un punto
adherente a C, llegamos a que X es isoadherente a 6, como
queriamos probar.

e

Por definicion, si X es isoadherente a 6, entonces X es adhe-
rente a 6, con lo que, aplicando el apartado anterior, llegamos
a que X es adherente a C. O

La consecuencia més interesante del resultado que acabamos de ver

es que en general, los conceptos de isopunto adherente e isopunto isoad-

herente en el nivel de proyeccién no son equivalentes, en contraposicién

a lo que ocurria en el nivel isotopico. Si tendremos esta equivalencia en

los casos en que el levantamiento isotopico con el que se esté trabajando

sea inyectivo.

Podemos dar ahora la definicién de cerrado de un isoespacio topologi-

Definicioén 6.5 En las condiciones de la Definicion 6.1, al conjunto de

isopuntos adherentes a C se le denomina clausura de C y se denota por

C1(C).
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Por otra parte, C' se dird cerrado de M si coincide con su clausura,

esto es, si C = CI(C).

Observemos que segtn las definiciones que acabamos de ver, los con-
ceptos de clausura de un conjunto isotopico y de cerrado de un isoes-
pacio topologico coinciden con las nociones convencionales respectivas,
considerando M con su estructura de espacio topologico. Como tal, to-
das las propiedades y resultados convencionales acerca de estas nociones
pueden referirse sin ningtin problema al nivel isotépico. Asi tenemos en
particular, atendiendo a las Definiciones 6.1 y 6.5, el siguiente resultado:

Proposicion 6.6 En las condiciones de la Definicion 6.1, se tiene que:

o

c C1(0).
iCcD
1(13).

, para un cierto conjunto D C ]/\/[\, entonces Cl(a) C

Demostracion

a) Dado X e C, resulta que todo isoentorno A € NX verifica que
X € A, con lo que ANC # (. Como A era arbitrario en N
llegamos a que X es adherente a C y asi, al ser X arbitrario en C’
llegamos a que C C Cl(C).

b) Sea X € CI(C) Dado entonces A € NX, se tiene que - ANC #0.
Con esto, AﬂD#@ pues AND D ANC # 0, al ser C C D. Con
lo cual, al ser A arbitrario en N llegamos a que X es adherente a D
Como X era arbitrario en C1(C)), obtenemos que C1(C)) C C1(D).
O

Un nuevo aspecto que debemos estudiar es la relaciéon existente entre
los cerrados del espacio M de partida y los cerrados del isoespacio M.
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Supondremos por tanto que M se construye a partir de M, siguiendo el
modelo de construccién que vimos en la demostracion de la Proposicion
5.2. Asi llegamos al siguiente:

Corolario 6.7 En las condiciones de la Definicion 6.1, si M es un
1soespacio topologico asociado a un espacio topologico M, resulta que

ClL(C) = CI(C). Ademds, se tiene que C' es un cerrado de M si y sdlo
st C es un cerrado de M.

Demostracion

Aplicando la Proposicién 6.2 y atendiendo a la definicién de clausura,

llegamos a que Cl(C') = CI(C), teniéndose de esta forma la primera
parte del enunciado.

Veamos ahora la segunda parte del resultado. Para ello tomemos en
primer lugar un cerrado C' de M. Se tendra entonces que C' = C1(C).
De esta forma, C' = CT(\C') = CI(C) y asi, C = C1(C), siendo por tanto
C un cerrado de M.

Reciprocamente, si C es un cerrado de ]\/4\, serd C = 01(6) = /(E’)
Con lo cual debe ser C' = CI(C), siendo asi C' es un cerrado de M, lo
que termina de demostrar nuestro resultado. O

A continuacion pasamos a ver el concepto andlogo de isopunto adhe-
rente en el nivel de proyeccion:

Definicion 6.8 En las condiciones de la Definicion 6.3, al conjunto de
isopuntos adherentes a C se le denomina clausura de C y se denota
por CI(C). Al conjunto de isopuntos isoadherentes a C' se le denomina
isoclausura de C' y se denota por 6\1(6)

Por otra parte, 5_36 dird cerrado de M si coincide con su clausura,

esto es, si C' = Cl(C). C se dird isocerrado de M si coincide con su
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o~

isoclausura, es decir, si C' = Cl(g).

Atendiendo a las Definiciones 6.3 y 6.8, llegamos al siguiente resulta-
do:

Proposicion 6.9 En las condiciones de la Definicion 6.3, se tiene que:

@

a)
b)

—

UCI(C) C CI(C) y C C CIC).

C D, para un cierto conjunto D C M, entonces 01(6) C

o)
)l @)

CI(D). Si ademas el levantamiento isot6pico que construye M es
inyectivo, entonces é\l(é) - 61(13)

c¢) De hecho, si M es un isoespacio isotopologico construido por medio
de una isotopia inyectiva, entonces Cl(é) = Cl(é) y asi, el conjunto

de cerrados de M coincide con el conjunto de isocerrados de M.
Demostracién

a) En primer - lugar, esté claro por definicién que todo isopunto isoad-
herente a C es adherente a C, con lo cual, Cl(C’) c C1(C).

En segundo lugar dado X € C resulta que todo isoentorno A € N =
verifica que X e A con lo que A N C # (). Como A era arbitrario
en N =, llegamos a que X es adherente a C y asi, al ser X arbitrario
en C, llegamos a que c C CI(C’).

Por otro lado, como ademés todo X € 5 verifica que es el levan-
tado isotopico de un punto X € C, que sabemos que es adherente

al propio C, llegarlamos a que X no sélo es adherente sino que

es isoadherente a C. Asf pues llegamos a que C C Cl(C), como
buscabamos.
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b) La primera parte es analoga al apartado (b) de la demostracion de
la Proposicion 6.6, reescribiendo ~ en lugar de ~
Supongamos ahora que el levantamiento isotopico que construye

M es inyectivo. De esta forma, si X es el levantado isotopico de
un punto X adherente a C, este tltimo serd adherente a D, pues

C C D, ya que C - D y el levantamiento isot6pico utilizado es
inyectivo por hipotesis. Con lo cual, _)? es isoadherente a D y asi
tenemos finalmente que CI(C') € CI(D).

c) Evidente por el apartado (b) de la Proposicion 6.4, bajo cuyas
condiciones nos encontramos al ser por hipdtesis inyectivo el le-
vantamiento isotopico que usamos, siendo asi X isoadherente a C'
si y sblo si es adherente a C.

En cuanto a los conjuntos de los cerrados y los isocerrados de M ,

el resultado se tiene a partir de lo que acabamos de ver y de las
definiciones de estos conjuntos. O

Veamos por tltimo la relacién existente entre los cerrados del espacio
M de partida y los cerrados e isocerrados del isoespacio M. Para ello
debemos tener que M sea un espacio topoldgico, para poder hablar ast
de sus cerrados. Tendremos pues que M sera un isoespacio isotopologico.
Supondremos por tanto que M se construye a partir de M, siguiendo el
modelo de construccién que vimos en la demostracion de la Proposicion
5.4. Asi llegamos al siguiente:

Corolario 6.10 En las condiciones de la Definicion 6.1, si M es un
isoespacio isotopoldgico asociado a un espacio topoldgico M, mediante un
levantamiento isotdpico inyectivo, resulta que C/(?Z’) = C_)l(g) = 61(5)
Ademds, se tiene que C' es un cerrado de M siy sdlo si C es un cerrado

de M (de hecho un isocerrado).
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Demostracion

Segtin el apartado (c) de la Proposicion 6.9, ya tenemos que Cl(g) =
6\1(6) _ Ahora, aplicando el apartado (a ) de la Proposicién 6.2, llegamos
a que CT(\C’) = CI(E). Con lo cual, CI(C') = C1(C) = CI(C'), como
queriamos probar.

El tltimo resultado de la Proposicién 6.9 permite probar ahora la se-
gunda parte del enunciado, s6lo viéndolo 0 para cerrados de ]\7 teniéndose
de forma inmediata para 1socerrados de M. Asi, si C' es un cerrado de M,
serd C' = C1(C). De esta forma, C CI(C) CI(C) y asi, C= CI(C)

siendo por tanto (J un cerrado de M.

Reciprocamente, si C es un cerrado de M, serd C = Cl(C) = CT(E’)
Entonces, dado que la isotopia utilizada es inyectiva, llegamos a que debe
ser C' = CI(C), con lo cual C' es un cerrado de M, lo que termina de
demostrar nuestro resultado. O

7 Isopuntos isointeriores

A continuacién pasamos a estudiar el interior de un conjunto de un isoes-
pacio (iso)topologico:

Definicién 7.1 Sea (]\//j &) Uun 1S0espacto topolo’gico levantado 180tdpico
de un espaczo M Se dice que un isopunto X € M es interior a un
conjunto C - M si existe un isoentorno de X contenido en C esto
es, si existe Ac N)? tal que A C C. Es decir, st X es interior a C’,
considerando a M como espacio topoldgico.

Diremos que X es isointerior a C' si siendo interior a C' es ademds
levantado isotdpico de un punto interior al conjunto C' C M, del cual se
levanta isotopicamente C.
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Se tiene entonces la siguiente:

Proposicién 7.2 Sea (]/\/[\, ﬁ) un isoespacio isotopoldgico, levantado iso-
topico de un espacio topoldgico (M,R). Se verifica entonces que, dado
un con]unto C C M levantado isotdpico de un conjunto C' C M, y un
isopunto X € M levantado zsotopzco de un punto X € M, se cumple
que X es interior a C st y sdlo si X es interior a C. Como consecuencia
se deduce que las nociones de isopunto interior e isopunto isointerior en
el nivel isotopico son equivalentes.

Demostracion

Lo vemos por doble implicacién:

a) =
Supongamos que X es interior a C. Resulta entonces que existe
A € Ny tal que A C C. Sera asi AC C siendo A € NX, por
construcciéon. Asi, X es interior a C’, como buscdbamos.

b) <
Supongainos ihora que X es interior a C. Entonces, existe Ae &X
tal que A C C'. Con lo cual, llegamos a que existe A € Ny, siendo

A C C, por construccion. Obtenemos de esta forma que X es
interior a C'.

La consecuencia mencionada en el enunciado resulta evidente entonces
a partir de lo anterior y de la Definiciéon 7.1. O

Estudiemos a continuacién este mismo concepto en el nivel de proyec-
cion:

Definicion 7.3 Sea (]\/4\, ﬁ) un isoespacio (iso)topoldgico, levantado iso-

topico de un espacio M. Se dice que un isopunto X € M es interior en
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el nivel de proyeccién a un conjunto C' C M si existe un isoentorno de

X contenido en C, esto es, si eriste A € N; tal que A C C. Es decir, si
X es interior a C, considerando a M como espacio topoldgico.
Diremos que X es isointerior en el nivel de proyeccion a C' si sien-

do interior a C es ademds levantado isotdpico de un punto interior al

congunto C' C M, del cual se levanta isotopicamente C.

Se tiene entonces la siguiente:

Proposicion 7.4 Sea (]/\/[\, &) un isoespacio isotopoldgico, levantado iso-
tdpico de un espacio topoldgico (M,R). Se verifica entonces que, dado
un conjunto (f*_g J\/Z, levantado isotdpico de un conjunto C C M, y un

1sopunto X e ]/\4\, levantado isotopico de un punto X € M, se tiene que:

a) Si X es interior a C, entonces X es interior a C. Si ademds la
1sotopia utilizada es inyectiva, se tiene el reciproco.

b) Si X es interior a C, entonces X es isointerior a C. Si ademds la
1sotopia utilizada es inyectiva, se tiene el reciproco.

Demostracion

a) Lo vemos por doble implicacion:

a.l) =
La demostracion es analoga al apartado (a) de la prueba de la
Proposicion 7.2, simplemente reescribiendo ~ en lugar de ~ .

a.2) <

Supongamos ahora que X es interior a C. Entonces, existe
Ae N; tal que A C C'. Como la isotopia utilizada es inyectiva
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por hipotesis, llegamos a que A C C, siendo A € Ny, por
construccién. Con lo cual, X es interior a C.

b) De nuevo por doble implicacion:

b.1) =
Si X es interior a C, tenemos por el apartado anterior que X es
interior a C. Como ademés X es el levantado isotopico de un
punto interior a C', llegamos finalmente a que X es isointerior
a @, como pretendiamos.

b.2) <
Si X es isointerior a 6, serd interior a C por definiciéon. Apli-
cando entonces el apartado anterior llegamos a que X es inte-
rior a C. O

Cabe destacar el hecho de que en el nivel de proyeccion los conceptos
de isopunto interior e isopunto isointerior no son equivalentes en general.
Si lo son por ejemplo, segiin se deduce del resultado anterior, cuando el
levantamiento isotopico utilizado en la construccion sea inyectivo.

Damos ahora la definicién de abierto de un isoespacio topolégico:

Definicién 7.5 En las condiciones de la Definicion 7.1, al conjunto de
1sopuntos interiores de C' se le denomina interior de C' y se denota por

int(C) o bien por C.

Por otra parte, C' se dird abierto de M si coincide con su interior,
esto es, si C' = int(C).

De forma analoga a como hicimos en la Definiciéon 6.5, observamos
que segin las definiciones que acabamos de ver, los conceptos de interior
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de un conjunto isotopico y de abierto de un isoespacio topolégico coin-
ciden con las nociones convencionales respectivas, considerando M con
su estructura de espacio topologico. Como tal, todas las propiedades y
resultados convencionales acerca de estas nociones pueden referirse sin
ningin problema al nivel isotopico. Asi tenemos por ejemplo el siguiente
resultado:

Proposicion 7.6 En las condiciones de la Definicion 7.1, se tiene que:

a) int(C) C
b) Si O C

cC.
C C D,
1nt(D).

para un cierto conjunto DcM , entonces int(é) C

c) C es abierto de M si y s6lo si es isoentorno de todos sus isopuntos.

Demostracion

a) Dado X € int(C), existe A € NA tal que_ A C C. Ahora bien,
por ser A un isoentorno de X debe ser X € A y asi, X €

Como X era arbitrario en int(C), llegamos a que int(C) C
como queriamos probar.

Q)

_Q)

b) Sea X € int(a). Existe por definicién A e NA tal que AC
Ahora, por ser C' C D, serd A C D; con lo cual X € 1nt(D) Al ser
X arbitrario en int(C), llegamos finalmente a que int(C)) C int(D).

¢) Lo vemos por doble implicacion:

cl) =

Sea X € C. Por ser C abierto de M sers C = 1nt(C’) Asi, X
es un 1sopunto interior de C. Con lo cual existe A € N tal que
AcCC. Aplicando entonces la propiedad (b) de la Deﬁn1c1on
5.1 de un isoespacio isotopologico, llegamos a que Ce &\A De
esta forma, C es un isoentorno de X y como X era arbitrario
en C llegamos finalmente a que C es isoentorno de todos sus
isopuntos.
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c.2) <
Supongamos ahora que C es isoentorno de todos sus 1sopuntos
Resulta entonces que para todo X e C’ se tiene que C C C
siendo C € NA De esta forma, todo isopunto de C es interior
a C. Con lo cual, C C int(C). Ahora bien, por el apartado
(a) tenemos que la otra inclusion se da siempre. ASl llegamos
a que C = 1nt(C’) siendo por tanto C abierto de M. O

Nos interesaréd ademés el siguiente resultado para su posterior uso:

Proposmlon 7.7 Los abiertos de un 1isoespacio topoldgico producto
(Ml X Mg, Nl X Ng) coinciden con el conjunto de los productos topologicos
de los abiertos de M1 con los abiertos de Mg.

Demostracion

Sea U un abierto de ]\/4\1 X ]\//.72 Consideramos los conjuntos ﬁA =
{X€M1 3Y € M, tal que (X Y) EU}YU/\:{YGMQ HXeMl
tal que (X, Y) € U} Serd asi U = U X U . Ademas, U U son
abiertos de M1 y M2 respectlvamente Veremos esto para U o swndo
analogo el desarrollo para UA Fijamos asi X € UA. Existe entonces
Y € Mg tal | que (X Y) eU. Ahora, al ser U un abierto de M1 X MQ,
ex1steA><BeN1><N2ta1que(XY)GAXBCU UAXU . Asi,
existe A € N1 tal que XeA - UM? con lo cual, X es interior a UM}
Como X era arbitrario en [754\1, llegamos a que [754\1 - int(ﬁﬂ\l).AAhora
bien, por el apartado (a) de la Proposicion 7.6, tenemos que int(Uz;) C
[734\1’ con lo que finalmente, mt(ﬁﬁl) = UE’ siendo asi ﬁ/M\l un abierto

de M;, como buscabamos.

Analogamente si U y V son abiertos respectlvos de M1 y Mg, ten-
dremos que U x V es un abierto de M1 X M2 Para ver esto bas-
ta comprobar que UxV C 1nt(U X V), pues la otra contencién se
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tiene siempre segl’m hemos visto en la Proposici()n 7.6. Sea por tanto
(X,Y) € U x V. Tendremos que X € U = lnt(U) eYeV= int(f})
donde estas 1gualdades se tienen al ser U ¥ V abiertos respectlvos de M, 1
Y M2 Asi, existe Ac Nl tal que XecACU y € existe B B € N2 tal que
YeB - V. Con lo cual tenemos la existencia de Ax B € Nl X Ng, tal que
(X,Y) e AxB C UxV, siendo por tanto (X,Y) € int(U x V). La arbi-
trariedad de (X,Y) en U xV hace que finalmente sea U x V C int(U x V),
como queriamos. O

Estudiamos ahora la relacién existente entre los abiertos del espacio
M de partida y los del isoespacio M:

Corolario 7.8 En las condiciones de la Definicion 7.1, si M es un
1soespacio topologico, asociado a un espacio topologico M, resulta que
in?(\C) = int(a). Ademds se tiene que C' es un abierto de M si y solo
si O es un abierto de M.

Demostracion

Aplicando la Proposicién 7.2, llegamos a que in?(\C) = int(a).

Veamos ahora la segunda parte del enunciado. Para ello tomamos un
abierto C' de M, que verificard por definicion de abierto que C' = lnt(C’)
siendo de esta forma, C' = 1nt(C) = 1nt(C’) y por tanto, C = 1nt(C)
con lo cual C' es un abierto de M.

—_—

Finalmente, dado C' un abierto de ]/\4\, serd C = int(a) = int(C).
Debe ser entonces C' = int(C'). Asi, C' es un abierto de M, lo que
termina de probar nuestro resultado. O

Seguidamente relacionaremos los cerrados y los abiertos de un isoes-
pacio topolégico. Lo vemos en la siguiente:

Proposicion 7.9 Sea (]\/4\, f\l\) un 1soespacto topologico. Se tiene entonces
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que:

a) ]\/4\\ int(A) = Cl(]\/j \ A). En consecuencia, el complementario de
un abierto es un cerrado.

b) ]\/4\\ Cl(A) = int(]\/f\\ A). En consecuencia, el complementario de
un cerrado es un abierto.

-~ -~

c¢) int(int(A)) = int(A). En consecuencia, el interior de cualquier
conjunto isotopico es abierto.

~ -~

d) CI(CI(A)) = CI(A). En consecuencia, la clausura de cualquier
congunto isotopico es cerrado.

Demostracion

El resultado es evidente si consideramos que M tiene estructura de
espacio topologico y que entonces los conceptos de clausura, interior,
abierto y cerrado coinciden con el caso convencional. O

Observemos que en el resultado anterior tiene perfecto sentido consi-

-~ -~ -~ -~

derar int(int(A)) o CI(C1(A)), ya que int(A) y C1(A) son subconjuntos
de M y asi, levantados isotopicos de ciertos subconjuntos de M. Tenemos
ademas el siguiente:

Corolario 7.10 Sea (M\, &\) un isoespacio topoldgico. Se tiene entonces
que:

a) Un conjunto isotopico es abierto si y s6lo si su complemento es
cerrado.

b) Un conjunto isotopico es cerrado si y sélo si su complemento es
abierto.

Demostracion
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El resultado se tiene sin mas que aplicar la proposicién anterior y
procediendo similarmente al caso convencional. O

A continuacion estudiaremos los conceptos anteriores en el nivel de
proyeccion:

Definicion 7.11 En las condiciones de la Definicion 7.3, al conjunto de

1sopuntos interiores de C se le denomina interior de C y se denota por

o

int(C) o bien por 6 Al congunto de isopuntos isointeriores de 6 se le

o

denomina isointerior de C y se denota por 1;1\’5(6) o bien por C.

Por otra parte, C se dird abierto de M si coincide con su interior,
esto es, si C' = int(C). C se dird isoabierto de M si coincide con su

isointerior, es decir, si C' = int(C).

Se obtiene entonces el siguiente resultado:

Proposicion 7.12 En las condiciones de la Definicion 7.1, se tiene que:

nt(C) C C.

/\ —

) <
b) Si 6 C D, para un cierto conjunto D C M, entonces int(@) -

1nt(13). Si el levantamiento isotépico que construye M es inyectivo,

se tendra ademas que 1/n\t(a) - 1;1\1:(13)
c) C es abierto de M si y so6lo si es isoentorno de todos sus isopuntos.

d) Si M es un isoespacio isotopologico, construido por medio de una
isotopfa inyectiva, entonces int(C) = 1nt(C) y asi, el conjunto de

los abiertos de M coincide con el conjunto de isoabiertos de M.
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Demostracion

a)

c)

d)

En primer lugar, tenemos por definiciéon que todo isopunto isointe-

rior a C es interior a C, con lo que i?l\t(C) - int(a).

La segunda contencion es analoga a la dada en el apartado (a) de la
prueba de la Proposicion 7.6, simplemente reescribiendo ~ en lugar
de ™.

La primera parte del resultado es analoga a la dada en el apartado

(b) de la prueba de la Proposicién 7.6, simplemente escribiendo ~
en lugar de ~ .

Supongamos ahora que el levantamiento isot6pico que construye M
es inyectivo. Se tendra entonces que si X es el levantado isotopico
de un punto interior a C, este ltimo sera interior a D, pues C' C D
al ser ccD y ser inyectivo el levantamiento citado. Con lo cual,
X ser4 isointerior a D y asi, 1/n\t(a) - 1/n\t(l/5), como estabamos
buscando.

Se demuestra analogamente a la prueba dada del apartado (c) de
la Proposicion 7.6, simplemente reescribiendo ~ en lugar de ~ .

Evidente a partir de la Proposicion 7.4, al ser inyectiva por hipétesis
la isotopia utilizada, siendo asi X interior a C si y so6lo si X es
isointerior a 5

En cuanto a los abiertos e isoabiertos de ﬂ\, el resultado se deduce

de lo que acabamos de ver y de las definiciones de estos conjuntos.
(I

Observamos en el resultado anterior que en general todo isoabierto

de ]\Z es un abierto de M , pues, aplicando el apartado (a) tendremos

~

que C' = i/n\t(C') — C = int(C). El reciproco no lo tenemos en general,

aunque ya hemos visto en el apartado (d) que si se tiene cuando M es

un isoespacio isotopologico.
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También tenemos el siguiente resultado anélogo al visto en el nivel
isotopico:

Proposicion 7.13  Los abiertos de un isoespacio topoldgico producto
(]\//71 X ]\//72, &: X &})ﬂmciden con el conjunto de los productos topoldgicos

de los abiertos de ]\//./\1 con los abiertos de ]\/4\2

Demostracion

Se demuestra andlogamente a la prueba de la Proposiciéon 7.7, sim-
plemente reescribiendo ~ en lugar de " . O

Estudiamos ahora la relacion existente entre los abiertos del espacio
M de partida y los abiertos e isoabiertos del isoespacio M. Debemos
imponer para ello que M sea un espacio topoldgico o equivalentemente,

que M sea un isoespacio isotopolégico. Obtenemos asi el siguiente:

Corolario 7.14 En las condiciones de la Definicion 7.3, si M es un
1soespacio isotopologico, asociado a un espacio topologico M, mediante

un levantamiento isotdpico inyectivo, resulla que in/(\C) = in_(a) =

1/n\t(C’) Ademds se tiene que C' es un abierto de M si y sdlo si C es un

abierto de M (de hecho un isoabierto).

Demostracion

Aplicando el apartado (d) de la Proposicion 7.12, ya tenemos que

~ ~

int(C') = int(C'). Ahora, aplicando la Proposicién 7.4, llegamos a que

— s -

int(C) = int(g). Asi, 1;1\’5(0) = int(C) = i/n\t(C), como queriamos
probar.

El ultimo resultado de la Proposicion 7.12 permite probar ahora la
segunda parte del enunciado, s6lo viéndolo para abiertos de M, tenién-
dose de forma inmediata para isoabiertos de M. Asi, si C' es un abierto
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p—

de M, serd C' = int(C'), siendo de esta forma, C =in (C) = int(g) y

(
por tanto, C' = int(a), con lo cual C es un abierto de M.

- p—

Finalmente, dado C un abierto de ﬁ, serd C = int(C) = int(C).

Entonces, dado que la isotopia utilizada para construir M es inyectiva,
tenemos que C = int(C) = C = int(C). Asi, C es un abierto de M, lo
que termina de probar nuestro resultado. O

Seguidamente relacionaremos los cerrados y los abiertos de un isoespa-
cio topolodgico en el nivel de proyeccion, mediante resultados cuya prueba
se reduce a la dada en el nivel convencional, excepto en que es necesario
la reescritura con  :

—

Proposicion 7.15 Sea (M,f‘l\) un isoespacio topoldgico. Se tiene en-
tonces que:

a) ]\/4\\ int(ZA) = Cl(]\/i \ ZA) En consecuencia, el complementario de
un abierto es un cerrado.

b) ﬁ\ Cl(A) = int(ﬁ \ j) En consecuencia, el complementario de
un cerrado es un abierto.

~ ~

c) int(int(A)) = int(A). En consecuencia, el interior de cualquier
conjunto isotopico es abierto.

~ ~

d) C1(CI(A)) = CI(A). En consecuencia, la clausura de cualquier
conjunto isotopico es cerrado. O

—

Corolario 7.16 Sea (M,&\) un isoespacio topoldgico. Se tiene entonces
que:

a) Un conjunto isotopico es abierto si y s6lo si su complemento es
cerrado.

51



b) Un conjunto isotopico es cerrado si y sélo si su complemento es
abierto. O

8 Isotopologias

Todo isoespacio topologico puede dotarse de una topologia considerando
su estructura de espacio topolégico. Cuando esta topologia se obtiene
a partir de una topologia del espacio del que se levanta isotopicamente,
se obtiene la nocion de isotopologia. Al igual que hemos visto ante-
riormente, esta nocién puede estudiarse tanto en el nivel isotépico como
en el nivel de proyeccion. Comenzaremos analizando el primero de estos
niveles:

Definicién 8.1 Sea M un 1soespacto, levantado isotdpico de un espa-
cto M. FEn caso de que M sea_un espacio topoldgico de topologia T =
{0, M, UaeAU 1, dzremos que M es un 1soespac1o isotopologico de iso-
topologia T = {0, M UaeAU }, donde U se construye levantando isotd-
pwﬂ\mente cada punto de U,, usando para ello la isotopia que levanta M
a M.

Veamos que la definicién anterior es coherente en la siguiente:

Proposicion 8.2 La isotopologia T es una topologia sobre M.

Demostracion.

Basta ver que T verifica los axiomas necesarios para ser una topologia
sobre M:

a) 0, M € Y, por definicion de T.
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b)

Dados (7 Ve T serd UNV € Y. Para verlo tomamos P € UN V.
Entonces P € U y Pe V con lo cual, por construccién de U vy V
setendraqueP € UyPE V'; es decir, P € UﬂVya81 P cl Uunv.
Como P era arbitrario en U ﬂV llegamos a que Unv c UNV. De
hecho, de forma anéloga se comprueba la otra inclusion, teniéndose
por tanto que 0NV =UnvV. Ahora, por ser T topologia, seréd
UNV e T, pues Uy V son dos abiertos de T. Llegamos finalmente
por tanto a que UNnvV=UnVe T como queriamos probar.

Sea {U }aca una coleccion arbltrarla en Y. Entonces UaeAU €
Y. Para verlo tomamos P € UaEAU Entonces, existe a € A
tal que P e U A31 P € U,, siendo por tanto P € UycaU, v
finalmente, P e UaeAUa. Como P es arbitrario, llegamos a que
Uae Al/]; - UC;A\UQ. La otra contencion se obtiene de forma similar,
con lo cual llegamos a que UQGA@ = UQ/EA\UQ. Ahora bien, por ser
T una topologia, se tiene que Uy,caU, € T. Asi pues, UaeA[/]; =
UO;A\UQ € T, como queriamos probar. O

De esta forma, T tiene estructura de topologia, siendo por tanto

Y-abiertos los subconjuntos que la forman. Ademés, al ser levantados

isotopicos de abiertos de T, diremos que los subconjuntos de T son Y-

1soabiertos de la isotopologia.

Por otro lado, llamaremos Y -isoentorno de un zsopunto XeMa

todo subconjunto Ade M que admita la existencia de un Y-isoabierto
U,talqueXEUQA.

Llegamos ademés al siguiente resultado:

Proposiciéon 8.3

a) La familia de todos los (iso)abiertos de un isoespacio isotopologico

(]\7 , ﬁ), levantado isotopico de un espacio topologico (M, R), es una
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b)

isotopologia T sobre M, de modo que N coincide con su familia de
T-isoentornos.

Reciprocamente, si T es una isotopologia sobre un isoespacio M,
su familia de Y-isoabiertos Y define sobre M una isoestructura de
isoespacio isotopologico cuya familia de (iso)abiertos coincide con

T.

Demostracion

a)

En el nivel convencional sabemos que la familia de los abiertos del
espacio topologico (M, N) es una topologia T sobre M. Tendremos
entonces por construccion que el levantado isotopico de T, que coin-
cide con la familia de los (iso)abiertos de M al aplicar el Corolario
7.8, es la isotopologia Y sobre M del enunciado.

Para la segunda parte del resultado tomamos X € M arbitrario y
Ae /I\E)A( Por construccién serd A € Ny. Ahora bien, en el nivel
convencional, N coincide con la familia de T-entornos. Con lo cual,
A serd un Y-entorno de X y asi, existe un Y-abierto U tal que
XeUCA O equlvalentemente existe un T-isoabierto U tal
que X €U C A. Asi pues, A es un T-isoentorno de X g al ser
A arbitrario en Ry <, llegamos a que todo isoentorno de M es un
Y -isoentorno.

Reciprocamente, sea A un Y-isoentorno de X € M. Por definicion,
existe U € T tal que XeU C A. O equivalentemente, existe U € T
tal que X € U C A. Con lo cual, A es un T-entorno de X € M.
Ahora bien, en el nivel convencional, X coincide con la familia de -
entornos. Asi pues, A € Nxy por tanto, por construccion, llegamos
a que A€ NA Ahora, al ser A arbltrarlo llegamos a que todo
Y-isoentorno es un isoentorno de M tal y como queriamos probar.

Veamos que (M,RY) es un isoespacio isotopologico. Para ello bas-
tard ver que se verifican las condiciones de la Definicion 5.1:
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b.1) Sea A € &?{ Existe entonces U € T tal que X € U C A.
Luego, X e A
b.2) Sean A € f\i? y A C B C M. Por ser A un T-isoentorno de

X ex1steU€T talqueXeUCA Ahora, alserACB
tenemos que X € U C B, con lo que B € NT

cRY QT
b.3) Supongamos ahora que {A, B} C NS. Serdn entonces Ac €N

~

y Be NT Asi, existiran (7 V e T, tales queX ceUC A\y

XEVCB Asi, XeUnV CANB. Ahora bien, porserT
una isotopologia, tenemos que UnveY y asi, ANnBe NT

b.4) Sea Ac N; Existira entonces U € T tal que X € U C A.
Como serd X € U C U , tendremos que U e &2 Ahora, para
todo Z € ﬁ, ZelU C ﬁ; con lo cual, Ae &\; para todo
ZeUeRL.

Asi pues, (M,RY) es un isoespacio isotopolégico.

Para ver la segunda parte del resultado, tomamos U abierto de M.
FljadO entonces X € U tendremos que es un 1sopunto interior de
U. De esta forma, existe A € NA tal que X e A cU. Ahora,

porserA ENA ex1steVA€TtalqueX€VACA C U. Como

~

esto se tiene > para todo X € U llegamos a que U= UXGUVX; con
lo que U € T al ser unién arbitraria de T- 1soab1ertos y ser T una
isotopologia. Ahora, al ser U arbitrario en M , llegamos a que todo
abierto de M es un Y-isoabierto.

Remprocamente sea U €T y sea X € U. Seré entonces X € U -
U , con U e T con lo cual, U e NY. De nuevo se tiene entonces
que XeU - U , pero ahora con51deramos U como perteneciente a
&g; con lo cual, como esto se tendria para todo XeU , llegamos a
que U es un isoentorno de todos sus isopuntos. Aplicando ahora el
apartado (c) de la Proposicion 7.6, llegamos a que U es un isoabierto
de M. , que es lo que queriamos probar. O
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Teniendo en cuenta el resultado que acabamos de probar, cuando
no haya posibilidad de confusién, llamaremos abierto o entorno de M
a los Y-isoabiertos o Y- 1soent0rnos respectivamente, donde T es la iso-

topologia asomadai a M. De hecho, en la practica se identificara el par
(M,Y) con (M,RT).

Estudiemos a continuacién los conceptos anteriores en el nivel de
proyeccion. Como veremos en la siguiente definicion, sera necesario desde
un principio imponer la inyectividad del levantamiento isotopico utilizado
en la construccion del isoespacio en cuestion, para conseguir asi una bue-
na generalizacion del concepto convencional de topologia en este nuevo
nivel:

Definicién 8.4  Sea M un 1soespacio, levantado isotopico en el nivel
de proyeccion de un espacio M, mediante una isotopia inyectiva. En el
caso de que M sea espacio topoldgico de topologia T = {0, M,UpecaUs},
diremos que M es un 1soespa010 isotopologico de isotopologia
Y= = {0, M, UaeAU }, donde U, se construye levantando isotdpicamente

cada punto de U,, usando para ello la isotopia que levanta M a M.

Veamos que la definicién anterior es coherente en la siguiente:

Proposicion 8.5 La isotopologia T es una topologia sobre M.

Demostracion.

La demostraciéon es andloga a la dada para la Proposicion 8.2, si bien
hay que reescribir ~ por ~ y hay que tener en cuenta la inyectividad del
levantamiento isotopico en el apartado (b) de la prueba, cuando se sefiale

~

quePEUyPGValserﬁEﬁyPG? O
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_ De esta forma, T tiene estructura de topologia, siendo por tanto
Y-abiertos los subconjuntos que la forman. Ademés, al ser levantados
isotopicos de abiertos de Y, diremos que los subconjuntos de T son Y-
1soabiertos de la isotopologia.

Por otro lado, llamaremos Y -isoentorno de un 1sopunto XeMa

todo subconjunto A de M que admita la existencia de un Y-isoabierto
ﬁ,talque)?eﬁgﬁ.

Llegamos ademas al siguiente resultado:

Proposicién 8.6

a) La familia de todos los (iso)abiertos de un isoespacio isotopologico
(]\7 , ﬁ), levantado isotépico de un espacio topoldgico (M, R) a partir
de una isotopia inyectiva, es una isotopologia Y sobre M. , de modo

que X coincide con su familia de T-isoentornos.

b) Reciprocamente, si T es una isotopologia sobre un isoespacio M,
< X’Y‘ —
su familia de T-isoabiertos X define sobre M una isoestructura de

isoespacio isotopologico cuya familia de (iso)abiertos coincide con
T.

Demostracion

La demostracion es analoga a la dada para la Proposiciéon 8.3, si
bien hay que reescribir ~por "y hay que tener en cuenta la inyectividad
del levantamiento isotopico en el apartado (a) de la prueba, cuando se
seniale que el levantado isotopico de T, que coincide con la familia de los

(iso)abiertos de M es la isotopologia T sobre M del enunciado. O
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Teniendo en cuenta el resultado que acabamos de probar, cuando
tengamos un levantamiento isotopico inyectivo y no haya posibilidad de
confusion, llamaremos abierto o entorno de M a los Y-isoabiertos oi—
isoentornos, respectivamente, donde T es la isotopologia asociada a M.

~

De hecho, en la practica se identificara el par (]\/4\ ,T) con (]\/4\ , X ), cuando
se disponga de un levantamiento isotopico inyectivo.

9 Isoespacios de Hausdorff

Podemos definir ahora los axiomas de separacién relativos a los isoespa-
cios isotopologicos. Solo daremos aqui el que nos interesa para la defini-
cion de isovariedad isodiferenciable. Comenzaremos como viene siendo
habitual con el nivel isotépico:

Definicién 9.1 Sea M un 1s0espacio topologico sobre un isocuerpo iso-
rreal R. Diremos que M es un isoespacio de Hausdorff o que satisface el
axioma de separacion 15, si lo satisface como espacio topoldgico sobre R
como cuerpo.

Llegamos entonces a la siguiente:

Proposicion 9.2 Todo isoespacio topologico ]/W\, que sea levantado iso-
topico de un espacio topologico M que sea Ts, es un isoespacio T5.

Demostracion.

Sean 73:,73; e M , dos isopuntos distintos. Deben ser por tanto,
P, P, € M, dos puntos distintos. Entonces, por ser M un espacio 715,
existen dos abiertos dlSJllIltOS UyVen M,talesque L eUy P, eV.
Asiseta P,e Uy P, €V, siendoasuvez UNV =0, al ser UNV = f);
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con lo cual queda demostrado el resultado, pues U y V serfan abiertos
de M por el Corolario 7.8. O

Seguidamente damos la correspondiente definicion de isoespacio se-
gundo numerable:

Definicion 9.3 Sea M un isoespacio topologico sobre un isocuerpo iso-
rreal R. Diremos que M es un isoespacio segundo numerable (2°N ), si
lo es como espacio topologico sobre R como cuerpo.

Senalemos que aunque los isoabiertos de la isotopologia T son los
levantados isotopicos de los abiertos de la topologia T, los elementos de
una isobase de T no tienen porqué coincidir con los levantados isotopi-
cos de los elementos de una base de T. Esto es porque sabemos que las
bases no se mantienen en general por isotopias. Sabemos por ejemplo
que en general, la dimensién de una base no se conserva al pasar a la
correspondiente isobase. De aqui que en general no podamos estable-
cer una relaciéon directa entre espacios segundo numerables en el nivel
convencional e isoespacios segundo numerables en el nivel isotopico.

No obstante, conocemos también modelos de isotopias que conservan
las bases en el sentido de que si § = {ej,eq,...,€,} es una base de M,
entonces 3 = {¢],&,...,6,} es una isobase de M (véase [1]). Esta claro
que en estos casos, todo levantado isotépico de un espacio 2°N, siguiendo
estos modelos de isotopias, seran isoespacios 2°/V.

Veamos los conceptos anteriores en el nivel de proyeccion:

Definicion 9.4 Sea M un isoespacio topologico sobre un isocuerpo iso-
rreal R. Diremos que M es un isoespacio de Hausdorff o que satisface el

axioma de separacion 15, si lo satisface como espacio topoldgico sobre R
COMOo CUuerpo.
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En el caso en que M sea un isoespacio isotopologico, diremos que M
es un isoespacio de isohausdorff o que satisface el axioma de separacion

T, , st, siendo el levantado isotopico de un espacio de Hausdorff, es
a su vez un isoespacio de Hausdorff, esto es, que dados dos isopuntos

distintos cualesquiera en M, podemos encontrar dos isoabiertos disjuntos

de la isotopologia asociada a ]\//7, que los separe.

En la definicién anterior hemos hecho distinciéon entre isoespacio 15 e

isoespacio 15, para mantener la idea béasica de la isoteoria de conservar
axiomas. No obstante, se llega a la siguiente:

Proposicion 9.5 Todo isoespacio isotopoldgico M, que sea levantado
1sotopico de un espacio topoldgico M, que sea Ty, mediante una isotopia
inyectiva, es un isoespacio Ts.

Demostracion.

La demostracién es andloga a la dada para la Proposicion 9.2, si

bien hay que reescribir ~ por "y hay que tener en cuenta la inyectividad

del levantamiento isotopico cuando se senale que Unv = (0, al ser ser
unv =. O

Damos ahora la definicién de isoespacio segundo numerable:

Definicién 9.6 Sea M un isoespacio isotopoldgico sobre un isocuerpo
isorreal R. Diremos que M es un isoespacio segundo numerable (2°N ),
st lo es como espacio topologico sobre R como cuerpo. En el caso en

que M sea un isoespacio isotopologico diremos que M es un isoespacio

isosegundo-numerable (2°N ), si, siendo el levantado isotdpico de un es-
pacio 2°N, es a su vez un isoespacio 2°N, es decir, posee una isobase
numerable de isoabiertos.
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Al igual que ocurria en el nivel isotopico, no podemos establecer en
general una relacion directa entre espacios segundo numerables en el nivel
convencional e isoespacios segundo numerables en el nivel de proyeccion.
Pese a ello, el mismo modelo que citamos antes, dado en [1], sirve para
asegurar tal relacion.

10 Isocontinuidad de isofunciones

Con vista a estudiar la isocontinuidad entre isoespacios isotopolégicos,
conviene dedicar una secciéon previa al estudio de las isofunciones en
general. Para no alargar demasiado la extension de nuestro estudio, no
entraremos en detalles, dejando este aspecto para un futuro desarrollo
teodrico.

Comenzemos con las definiciones de funcién e isofuncién sobre un
isoespacio vectorial:

Definicién 10.1  Sea ([7,8, ®) un isoespacio vectorial sobre el isocuer-
po de los isorreales (IA{,—T—, Q) Toda aplicacion f : U — R, tomando
valores reales, se dice funcion de U sobre R. En caso de ser f: U — f{,
tomando valores isorreales, se dice funcién isoescalar o bien, funcién de
U sobre R.

Se dird que una funcion J? de U sobre R es una isofuncion si eziste una
funcion f : U — R, tal que se verifica que f()/(\') = f?)?), para todo
XeUl.

Podemos también dar la definicion de funcion en el nivel de proyec-
cion:
Definicion 10.2 Sea U un ﬁ—ﬁoespgcio vectorial y sean (Af_: W(A_y

)
R = W(f{) Toda aplicacion f : U — R se llama funcién de U sobre R.
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Obsérvese que fijada una funcién f : U — ﬁ, podemos pasar al nivel
de proyeccién obteniendo la correspondencia F:U0 - P(f{) P X -
f(X) = {f(Y) : Y = X}, donde P(R) denota las partes de R. De
esta forma, esta claro que en general no podemos asegurar la asignacion

a cada elemento de U de un tlnico elemento de R. Esto es, f no es
en_general una aplicacion de U en R. Para ‘que lo fuese deberia ser
F(X) =F(Y), para todos X,Y € U, tales que X =Y. Esto lo podemos
conseguir por ejemplo iAmponiendo la inyectividad de la isotopia utilizada

en la construccién de U:

Proposicion 10.3 Sea (Z un ﬁ—isoespacio vectorial. St el levantamiento
isotdpico que construye U es inyectivo, entonces, dada una funcion f :
U — R, se tiene que f: U - R: X — 7()?) = f(X) es una funcion de
ﬁ sobre E

En caso de tener una isofuncion f de U sobre f{, se definird la funcion
?: U—-R:X — ?(E) = f/(}) En dicho caso, ?se llamard isofuncion
de 5 sobre E

Demostracion

Basta comprobar la primera parte del enunciado. Para ello bastara
ver que £ es una aplicacion de U sobre f{, es decir, que a cada elemento
XelU sblo le corresponde un elemento de R. Ahora bien, dado Y € U
tal que V=X , se tendrd que X = Y al ser inyectivo por hipotesis el

levantamiento isotopico que construye U. Asi, f(X) = f(Y) y por tanto,

—_—

f(X) = f(Y) es un tinico elemento de R. Dada la arbitrariedad de )/(\'_e

Y en U, llegamos a que f es efectivamente una aplicacion de U sobre R,
como buscdbamos. O

Debe senalarse que el resultado anterior puede verse también como
consecuencia directa de la Proposicién 3.2, pues al ser inyectiva la iso-
topia utilizada en la construcciéon de U, tendremos identificados de forma,

biunivoca los conjuntos U y U. De hecho es este el motivo por el que
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seguimos manteniendo las notaciones de funcién e isofunciéon que vimos
para el nivel isotopico, también en el nivel de proyeccion.

Damos a continuacion la definicion de isomoddulo de una isofuncion:

Definicién 10.4 Sea f una isofuncion de un _ f{ 150€8pacio vectmicif]
sobre R. Se define el isomédulo de f como |f( )\ =I(|f(X)]) = | f(X)].

En caso de que queramos trabajar en el nivel de proyeccién, nos in-
teresard que fse@ una funcién de U sobre IA{, que tenga sentido definir
un isomoédulo de fy que dicho isomddulo sea la proyeccion del isomodulo
de f Para ello debemos imponer algunas condiciones al levantamiento
isotépico utilizado, pues en caso contrario encontrariamos una serie de
incoherencias:

Definicién 10.5 Sea U un R- espacio vectorial, obtenido a partzr de un
levantamiento isotdpico inyectivo. Sea f una 1sofuncion de U sobre R Y

sea f Su proyecczon correspondiente. Se define entonces el isomaodulo de
f como |f( )| = |f( )|, para cada X € U.

La definicién es coherente, pues al ser inyectivo el levantamiento
isotopico que construye U, tenemos aplicando la Proposici(’)n 10.2, que

tiene sentido la 1sofun(:1on f Ademas, dados X, Y € U tales que X = Y

se tiene que |F(X)] = | f(X)| = I[( )| = [f(Y)|, pues X =Y al ser
inyectiva la isotopia que origina a U.

Veamos un par de ejemplos de lo visto hasta ahora:

Ejemplo 10.6 Consideremos (R, +, xX) como espacio vectorial sobre si

mismo Yy tomemos su isoespacio vectorial asociado, referente a la iso-

1

topia de elementos principales 5 y x, y secundarios 0 y +, es decir,
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(ﬁ%,:i\-, X) = (R,+,§), definido sobre si mismo (considerdndolo como
isocuerpo), que da lugar a un levantamiento inyectivo. Consideremos
ahora la funcion f : R — R, dada por f(x) = 2xx. Tenemos definido el
mddulo de f como |f(x )| = |2><a7| = 2x|z|. Por otro lado, podemos cons-
truir la isofuncion f : R% — R% dado por f(7) = f(z ) = 2 X x = 2X7.

Estoes?(;) f/(;):f(x)x1 2X T X2 =12 =

2
entonces que el isomddulo de f queda definido como ]f(

Q?. Resulta

~

[ = (@) =

2 % |9§| = 2><|x| = 2><|x|, Vr € R, siendo el mddulo de f entonces,
Tf(X)T = Tf(A)T = §§<\T§T =[2xalx i =z = 2% |zl Coincide asi el

1somodulo de f con_su mddulo convenczonal considerando f como fun-

\./l\D)

X

cion real. Esto es, |f(T )| = ]f( 7)| = |z . <

Ejemplo 10.7 Volvemos a considerar (R, +, X) como espacio vectorial
sobre st mismo, tomando ahora como isoespacio vectorial asociado al
correspondiente a la isotopia inyectiva de elementos principales i y o (el
producto usual de complejos), y secundarios 0 y +, es decir, (ﬁz, T, Q) =
(Im(C), +, X), definido sobre si mismo. Tomando entonces la misma
funcion del ejemplo anterior, f(z) =2 x z, resulta que la isofuncion f
viene dada por f(/_\) f(x) @i =2 xxei. De esta forma, el isomddulo
queda definido en el nivel de proyeccion como |f( )| =|f(z)|ei=|2x
x|oz—2><\x|027é2><|x]—|2><x02|—|f( 7). <

Vemos por tanto en el ejemplo anterior que en caso de conocerse el
modulo convencional de una isofuncion en la proyecciéon de un isoespacio
isorreal, éste no tiene porqué coincidir con el isomodulo de la isofuncion
en dicha proyeccion. De hecho, puede que el primero no tenga sentido al
no estar definido convencionalmente un moédulo en el conjunto R. Esto
empieza a indicarnos ya que la nociéon convencional de continuidad, que
hace uso en su version euclidea del modulo en R, no es consistente a nivel
isotopico. De aqui que sea necesario pasar al concepto de isocontinuidad
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(véase [3]), que se dara a partir del de isomddulo.

No obstante, antes de dar la definicion de isocontinuidad es necesario
hacer una observacion previa. En el nivel convencional, podemos definir
la continuidad de una funcién real en un punto X usando el mo6dulo
de ésta en la definicién, haciendo que en todo punto Y de un entorno
reducido de X , la diferencia |f(X) — f(Y')| sea suficientemente pequena.
Esto es, si para todo € > 0, existe 0 > 0, tal que si | X — Y| < ¢, entonces
|f(X) — f(Y)| < e. Aparece por tanto un orden parcial en la definicién
de continuidad de una funcioén, que de hecho es un orden total. Ahora
bien, Santilli demostré en [7] que todo cuerpo de caracteristica cero es
levantado isotépico de R, pero sin embargo sabemos que no todo cuerpo
de caracteristica cero tiene asociado un orden parcial (por ejemplo los
niumeros complejos). Por ello deberiamos en primer lugar poder dotar de
un orden parcial al isocuerpo f{, para poder asi considerar una definicion
aniloga a la de continuidad para la isocontinuidad. Por ser un orden
en el nivel isotopico, le daremos al nuevo orden el nombre de isoorden.
Pero para que sea coherente con la isoteoria debe ser levantado isotépico
del orden de partida de ﬁ, <,y asi lo notaremos por i, manteniendo el
significado habitual para las notaciones <, > y >,

Para encontrar dicho isoorden debemos tener en cuenta que para que
sea un orden debe verificar en particular la propiedad antisimétrica, esto
es, si ai@, entonces —3% — a, donde el signo — denota el opuesto del
correspondiente isontimero, respecto a la isosuma F. Con vista a las
observaciones que acabamos de dar damos la siguiente:

Definicién 10.8 Sea I?(a,?—, Q) un isocuerpo asoctado al cuerpo
K(a,+, x) mediante un levantamiento isotdpico que mantenga el ele-
mento opuesto respecto a + (es decir, tal que Za = —a), donde K estd
dotado de un orden <. Definimos entonces el isoorden § como a§3 sty
solo st a < b.
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Con la definicion anterior tenemos en particular el caracter de < como
levantado isotopico de <, como ibamos buscando. Por otra parte, si en
la obtencién del isocuerpo K (a, n Q) usamos el modelo de construccién
del isoproducto, tendremos el siguiente resultado:

Proposicion 10.9 Sea [?(6, T, X) un isocuerpo asociado al cuerpo
K(a,+, x), mediante una isotopia que sigue el modelo de construccion
del 1soproducto, haciendo uso por ello en el nivel general de un cuerpo
K(a, ¥, 2) Entonces, tal isotopia mantiene el elemento opuesto respecto
a +. Esto es, —a = ;—\S, siendo S el elemento unidad de K respecto a +.
St ademds mantiene el elemento opuesto respecto a +, entonces, fijado
a € K, el elemento opuesto de a respecto a + es también el elemento

opuesto de a respecto a +, es decir, —a = a™°.

Demostracion

La primera parte del enunciado es evidente por construccién, pues
fijado a € K, se tiene que d+a—°5 = ata=5 = S = a=5F4a, siendo S el
elemento unidad de K respecto a +.

Para la segunda parte del enunciado, fijamos a € K. Por hipo6tesis

tenemos que —a = —a = a~ 5. Esto es, —a = a=5. Con lo cual, —a =

a~®, como queriamos probar. a

Debido al resultado que acabamos de ver, cuando dispongamos de

—

las condiciones mencionadas, fijado a € A, notaremos —a = —a, iden-

S cuando convenga. Obsérvese ademés que como

tificando —a con a~
consecuencia directa se tiene también que si 0 y S son los elementos
unidades de K respecto a + y + respectivamente, entonces se cumple

que 0x0=Syque S+5=0.

Es interesante ademas observar que en el caso en que X = R, podemos
establecer propiedades especificas de la construccion isotopica realizada:
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Proposicion 10.10 En las condiciones de la Definicion 10.8, si K = R,
siendo < el orden usual real y S el elemento unidad de R respecto a F,
entonces S es unicamente el levantado isotdpico de 0, el elemento unidad

de R respecto a +. Esto es, si existe v € R tal que T = §, entonces x = 0.

Demostracion

Si S es el levantado isotopico de un numero real S # 0, serda S #
—S. Ahora bien, dado que la isotopia utilizada en la construcciéon de
R conserva ¢ el elemento opuesto por hipoétesis, sera -8 = -3 y asi,
“§=85"8=58-3=3. Pero esto quiere decir como ya vimos que
—S5 = 9, lo que es una contradicciéon con el hecho de ser S # 0. Asi pues,

S debe ser tinicamente el levantado isotopico de 0. |

Obsérvese que en el caso en que R se obtenga a partir de una isotopia
siguiendo el modelo de construccion del isoproducto, serd por construc-
cion S = 0 el elemento unidad de R respecto a +, donde seguimos las
notaciones usuales.

Si ademas queremos que el isoorden establecido en la Definiciéon 10.8
tenga asociado una proyeccién en K , deberemos imponer la inyectividad
del levantamiento isotopico que construye R:

Definicién 10.11 En las condiciones de la Definicion 10.8, si se tiene
ademds que el levantamiento isotdpico que origina a K es inyectivo, se
define el isoorden <en K como Ei@ st 1y solo st ai@, o equivalentemente,
sty solo st a < b.

El hecho de imponer que el levantamiento isotopico sea inyectivo es
para que la definicién sea coherente, pues asi no puede darse el caso por
ejemplo en que sea a = ¢, con a # ¢, siendo a < b < c.

Por otra parte, por conservarse el elemento opuesto en K respecto a
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4+, tendremos por construccién que en K también se mantiene el elemento
opuesto respecto a +, pues fijado a € K, se tiene que —a = —a = —a.
Finalmente, tenemos el siguiente resultado que relaciona los dos iso-

ordenes que acabamos de definir, con el orden inicial del cuerpo K:

Proposicion 10.12 Los isodrdenes < y < son ordenes sobre K y K.
Se verifica ademds que cualquiera de los dos isodrdenes anteriores es un
orden parcial (total, respectivamente) si y sdlo si lo es <.

Demostracion

Veremos nuestro resultado para el isoorden < en K siendo analogo

el desarrollo para el isoorden < en K.

Para ver que < es un orden basta comprobar las propiedades que
caracterizan a todo orden: propiedad reflexiva, propiedad antisimétrica
y propiedad transitiva.

a) Reflexiva: Se tiene pues 4<a, para todo @ € K, al ser a < a, por
ser < un orden.

b) Antisimétrica: Dados a,b € K, tales que ai@, se tiene por definicion
de isoorden que a < b. Por ser < un orden, verifica la propiedad an-
tisimétrica y asi, —b < —a, y por tanto, :\62:?1 Ahora bien, como
el levantamiento que tenemos por h1potes1s mantiene el elemento
opuesto, llegamos aque —a=—ay b= b Luego, < —a y
tenemos asi que § es antisimétrico.

c¢) Transitiva: Sean a,b,c € K, tales que a<b y b<¢. Por definicién de
isoorden tenemos que a < by b < c¢. Ahora, al ser < transitivo al
ser orden, resulta que a < ¢, y asi, a<c, con lo cual < es transitivo.
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Tenemos asi que < es un orden sobre K.

La segunda parte del enunciado se obtiene sin méas que considerar
la definicion de K y de <. La parcialidad es evidente, pues existen
isontimeros ordenables en K si y solo si existen nimeros ordenables en
K (aquellos de los que provienen). La totalidad se obtiene teniendo en
cuenta que como ya vimos existe una correspondenma biyectiva entre los
elementos de K y los de K. Por tanto, K es totalmente ordenable por el
isoorden § sii lo es K respecto al orden <. O

Antes de seguir adelante con nuestro estudio cabe plantearse la no-
cion de isoigualdad en base al isoorden, esto es, cabe preguntarse si seria
necesario tener que usar un signo = en lugar de =. Sin embargo, atenién-
donos a la definicién de isoorden que acabamos de dar, resulta que, dados
a,b € K, entonces a=b equivaldria a decir que a<b y aEZ, estoes, a <b
y a > b. Con lo cual seria a = b y por tanto, a = b. De aqui que tenga
pleno sentido identificar = con = y por ello siempre mantendremos la
segunda notacién. El mismo razonamiento que hemos seguido aqui se
tendria para el isoorden %, con lo cual también mantendremos el sibolo
= para la igualdad entre los elementos del nivel de proyeccion.

Buscamos a continuaciéon particularizar todo lo anterior para con-
seguir alcanzar la nocién de isocontinuidad. Para empezar, como ya
hemos visto, si queremos extender el concepto de continuidad conven-
cional, nos interesard que la isotopia utilizada mantenga el elemento
opuesto respecto a la suma. Ahora bien, en general sabemos que la
construccion de un isocuerpo no mantiene tal elemento opuesto, esto es,
si (IA(, T, X) es un isocuerpo asociado a un cuerpo (K, +, x) , entonces
se tiene que en general —a # E—\O, donde 0 es el elemento neutro de K
respecto +.

Un caso en que se conserva dicho elemento opuesto y que utilizare-
mos con asiduidad es aquel que hace uso de un levantamiento isotopico
verificando que todos los levantamientos de las operaciones suma (+ en
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cuerpos y o en espacios vectoriales) vengan dados por a+b = a+by
X3oY = X oY. En particular, conseguimos con esta condiciéon que los

-~ ~ ~ — . B
elementos neutros sean S = 0y S’ = 0, respectivamente, conservan-
dose por tanto los respectivos elementos opuestos, como buscidbamos:

ai%:ai\a:G:?y)?af)\(:XTX:?;@'.

Para poder referirnos al caso anterior damos la siguiente:

Definicion 10.13 Sea E una estructura matemdtica cualquiera dotada
de una operacion . Diremos que una 1sotopia de E es compatible re-
specto a ff si se tiene que aﬁb = aﬁb para todos a,b € E.

Tenemos por tanto que la condiciéon a la que haciamos referencia con
anterioridad a la definicion 10.13 equivale a decir que la isotopia utilizada
es compatible respecto a + y respecto a o.

Antes de continuar es conveniente destacar el siguiente resultado:

Proposiciéon 10.14 Dada una estructura matemdtica E(+, X,0,e,...),
st bajo las condiciones de la Definicion 2.3, el levantamiento isotopico
utilizado para la construccion de wuna isoestructura matemdtica
E(J?, X,0,9, ...) es compatible respecto a una operacion £ de la estructura

inicial E, entonces, la isotopia 1: E(+, x,0,e ...) — E(+,X,0,e,...) es
una biyeccion lineal en 1.

Demostracion

Ya sabemos que I es una biyeccién por construccion. Por otra parte,
la linealidad se tiene de forma inmediata, pues fijados a,b € F, se cumple
que I(afib) = atb = atb = I(a)4I(b), dada la compatibilidad de I respecto
a f. a

Como consecuencia directa se tiene entonces la siguiente:
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Proposicion 10.15 Se verifica que:

a) Dado un isocuerpo K(a,+, X) asociado a un cuerpo K(a,+, X),

siendo 0 y S los elementos unidades respectivos de K y K respecto
a+y —T—, se tiene que:

a.1) En caso de que K se haya obtenido mediante una isotopia com-
patible respecto a +, se cumple que S = 0 y que se conserva el
elemento opuesto respecto a +.

a.2) En caso de que K se haya obtenido a partir de una isotopia que
stga el modelo de construccion del isoproducto, haciendo uso
en el nivel general de un cuerpo K(a,+, x), se cumple que tal
isotopia es compatible respecto a + si y sdlo si (K, —T—) = (K,+).

b) Dado un isoespacio vectorial ((7,8, ®) asociado a un espacio vecto-
—_— ~
rial (U,o0,e), siendo 0 y S’ los elementos unidades respectivos de

~

U y U respecto a o y ©, se tiene que:

b.1) En caso de que U se haya obtenido mediante una isotopia com-

~ —
patible respecto a o, se cumple que S" = 0 y que se conserva
el elemento opuesto respecto a o.

b.2) En caso de que U se haya obtenido a partir de una isotopia que
stga el modelo de construccion del isoproducto, haciendo uso en
el nivel general de un espacio vectorial (U,o,0), se cumple que

tal isotopia es compatible respecto a o si y solo si (U,0) =
(U, 0).

Demostracion

Los apartados (a.1) y (b.1) siguen inmediatamente de las observa-
ciones dadas antes de la Definicién 10.13.

Los apartados (a.2) y (b.2) se ven por doble implicacion:
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a) <
Evidente por construccion.

b) =
Fijados a,b € K'y XY € U, tendremos que CL/—T-\b —afb=a+b
y que XoY = XoY = XoY. De esta forma, atb = a+by

XoY =XoY.
La arbitrariedad de a,b en K y de X,Y en U, conlleva que sean
(K,+) = (K,+) y (U,0) = (U,0). O

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos que en el caso en
que usemos el modelo de construcciéon del isoproducto, la compatibilidad
respecto a la suma equivale a identificar los niveles convencional y general
en cuanto a dicha operacién suma.

Por otra parte, otro aspecto a destacar de la compatibilidad de una
isotopia respecto a las operaciones de partida es que su restricciéon a K
permite mejorar la Proposicion 10.12, pues hace que la compatibilidad del
orden con respecto a la suma se conserve por este tipo de levantamiento
isotopico:

Proposicion 10.16 Sea IA((E, T, X) un isoc uerpo asociado a un cuer-
po K(a,+, xX) mediante una isotopia compatible respecto a +, para todo
a,b e K. Se cumple entonces que:

a) Si K estd dotado de un orden < y § es el 1soorden asociado a K,
entonces < es compatible con la suma + si y solo st < es compatible
con la isosuma +.

b) < es un buen orden si y sdlo si lo es <.

¢) En caso de ser ademds inyectivo el levantamiento isotdpico utilizado
en la construccion de K, se tendrd que < es compatible con la suma

+ (buen orden, respectivamente) si y sélo si < (el isoorden en IA()
es compatible con la isosuma + (buen orden, respectivamente).
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Demostracion

a) Vemos la compatibilidad respecto + y +:

a.l) =
Sean a,b,c € K tal que bg/l;. Por definicién de isoorden seré
a < b Por ser < compatible con la suma, a +c < b+ cy
asi, a + c<b + ¢. Ahora, aplicando la condicion de la hipotesis,
llegamos a que a—l—c<b+c lo que demuestra que < es compa-
tible con respecto a la isosuma F.

a.2) <
Sean a,b,c € K tales que a < b. Sera entonces ?igb\ y asi,
por ser < compatible con F, a+¢<b+¢. Aplicando la hipétesis
llegamos por tanto a que a/+\c§b/+\c, conlocuala+c<b+c
y asi < es compatible con respecto a la suma +.

b) Por la Proposicion 10.12 sabemos que < es un orden total si y s6lo
silo es <. Basta entonces tener en cuenta el apartado (a) y el hecho
de que todo orden total compatible con la suma es un buen orden.

c¢) Por 1ltimo, el resultado referente al nivel de proyeccion es evidente

por definiciéon de <, teniendo en cuenta los apartados anteriores. O

Con todo lo anterior podemos dar ya la definicién de isocontinuidad.
Lo haremos en primer lugar referente a un isoespacio vectorial dotado de
una norma. En la seccion siguiente trataremos este concepto desde un
punto de vista més general.

La norma de la que esté dotado nuestro isoespacio vectorial debe
ser coherente con el isoorden que hemos definido. Por tal motivo, nos
interesa que esté relacionado con una norma en el espacio de partida.
Lo mas sencillo es pues considerar un isoespacio vectorial isonormado.
Esto es, dado un espacio vectorial (U, o, ®) sobre un cuerpo K (a,+, X),
dotado de una norma ||.|| : U — K y dado un isoespacio vectorial (U, 3, )
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sobre un 1socuerpo K (a, T, ><) podemos considerar entonces la isonorma
H H U — K, definida como HXH = \|X|| para todo X € U.

Siendo el levantado isotépico de la norma ||.|| de partida, nos interesa
que sea también una norma sobre U. Para ello debemos ver que verifica
las condiciones necesarias para ser una norma. Es necesario por tanto
considerar un orden en K. Por ello, lo que hacemos es imponer que K
esté dotado de un orden < y que el levantamiento isotépico que lleva K
a K mantenga el elemento opuesto, pues asi, aplicando la Proposicion
10.8, dotaremos a K del isoorden i asociado al orden < de partida.

Por otro lado, con vista a que la isonorma verifique la desigualdad
triangular de toda norma, deberemos imponer también que la isotopia
que construye tanto K como U sea compatible respecto a + y o. De esta
forma tendremos ademaés aplicando la Proposici/(’)\n 10.15, que S=0esel

elemento unidad de K respecto + y que S = 0 es el elemento unidad
de U respecto ©.

Por dltimo, deberemos imponer también la compatibilidad de la iso-
topia utilizada respecto a las operaciones e v x. Esto es, la isotopia
utilizada en la construccion de U y K debe Verlﬁcar - que para todos
a,be Ky X eU, cumplaqueaoX—aoXyaxb—axb

Observemos de paso que si realizamos un desarrollo similar a la de-
mostracién de la Proposicion 10.15, llegamos a la siguiente:

Proposicion 10.17 Se verifica que:

a) Dado un isocuerpo K(a,F,X) asociado a un cuerpo K(a,+,x),
stendo 1 e I los elementos unidades respectivos de K y K respecto
a Xy Q, se tiene que:

a.1) En caso de que K se haya obtenido mediante una isotopia com-
patible respecto a X, se cumple que [ =1 y que se conserva el
elemento opuesto respecto a X.
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a.2) En caso de que K se haya obtenido a partir de una isotopia
que siga el modelo de construccion del isoproducto, haciendo
uso en el nivel general de un cuerpo K(a,+, X), se cumple que
si K es un 1socuerpo respecto a la multiplicacion, tal isotopia
es compatible respecto x si y sdlo si (K, x) = (K, x).

b) Dado un isoespacio vectorial ((7,8, ®) asociado a un espacio vecto-
rial (U,o,e), siendo 1 e I los elementos unidades respectivos de U
y U respecto a e y e, se tiene que:

b.1) En caso de que U se haya obtenido mediante una isotopia com-
patible respecto a e, se cumple que [ = 1.

b.2) En caso de que U se haya obtenido a partir de una isotopia que
stga el modelo de construccion del isoproducto, haciendo uso en
el nivel general de un espacio vectorial (U,o,0), se cumple que
tal isotopia es compatible respecto a e si y solo si (U,0) =
(U, o).

Demostracion

El razonamiento seria analogo al de la Proposicion 10.15 sin mas que
cambiar S por I, 0 por 1, 4+ por X y o por e y las construcciones efec-
tuadas en cada caso concreto. O

Volviendo al resultado que nos ocupa, observemos que todas las condi-
ciones que imponiamos a nuestro levantamiento isotopico con anteriori-
dad a la Proposicién 10.17, se engloban diciendo que la isotopia utilizada
para la construccién de K y U debe ser compatible respecto a +,0,e y
x. En particular, la aplicacion Ix : K(a,+, X) — I?(ﬁ,—T—, X):a—a
es un isomorfismo de anillos, siendo por otra parte una biyecciéon lin-
eal en o y e la aplicacion Iy : (Uo,e) — ([7,&?) X = )A(, segun
nos indica la Proposicion 10.14. Finalmente, las proposiciones 10.15 y
10.17 nos senalan que si K y U son respectivamente un isocuerpo y

75



un isoespacio vectorial respecto a la multiplicacién, obtenidos mediante
el modelo de construccion del isoproducto, entonces, manteniendo las
notaciones usuales, estamos imponiendo que K(a,+, x) = K(a,*, %),
(U,o0,0) = (U,0,0), Ix =Lg e Iy = Ly.

Con todo lo anterior tendremos que para todos X,Y,Z € Uya € K:

a) S<IXT], pues: 0 <[ X|| = 0 = 2([X]| = [IX]].
b) A|)/(\'A|: S X =5, pues:
b.1l) =
Supongamos que || X|| = S Seré entonces HXH =5 =0, con

lo cual debe ser || X||

sobre U, debe ser X =
b.2) <

Supongamos ahora que X = 9. Como S’" es tnicamente el

levantado isot6pico de 0 0 debe ser X = 0. Asi, || X]|=0=5
y por tanto, [|X]| = ||X|| =

. Ahora, como ||.|| es una norma

~ — ~
yasi, X = 0 = 5"

C’l ||

c) [[asX|
= [alx||XT], pues |[ao X[ = [[a e X]|| = [laeX]|| = a] x < [1X]| =
lalx[[X1] = [a]x[|X]]

d) Desigualdad triangular: ﬂ)?&??%?)?ﬂ—?ﬂ?ﬂ, pues H)A(S?ﬂ =
X oYl = X oYX+ Y]] = [IXIFYI = [IX]IH]Y]],
donde hemos utilizado la desigualdad triangular de la norma ||.|| en
U.

Llegamos por tanto a que ﬂﬂ es una norma en U y como tal, como
se ha construido por medio de un levantamiento isotopico de la norma
||| de partida, es coherente denotarla como isonorma de U. Llegamos
en particular a que U serfa un isoespacio isonormado, como queriamos.
Tenemos entonces probado el siguiente resultado:
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Proposicion 10.18 Sea ([7,8, ®) un [A((Ei, T, X)-isoanillo, levantado iso-
topico de un K(a,+, x)-anillo normado (U, o, e), de norma ||.||, mediante
una zsotopza compatzble respecto a +,0,® Y X Resulta entonces que la
isonorma || || = || || es una norma sobre U. 0

~

Si ademaés la isotopia utilizada en la construccion de U y I K es inyec-

N~

tiva, definiremos en U la isonorma || || U—K:X—[|X]| = ||/X\||,

esto es, || || || ||. Por construcciéon y haciendo uso de los resultados
vistos para la isonorma en K, se tendra entonces de forma inmediata el
siguiente resultado:

Proposiciéon 10.19 En las condiciones de la Proposicion 10.18, si la
isotopia utilizada en la construccion de K Y U es inyectiva, entonces la

isonorma |||| = |||| es una norma sobre U. 0

En el caso del isomédulo en R de la Definicién 10.4, serd necesario
imponer también en dicha definicion que la isotopia que construye R
sea compatible respecto a +,0,e y X, para que de forma anéloga al
caso general de una isonorma, el isomo6dulo ] | en R verifique condiciones

analogas al modulo |.| en R. Esto es, para todo a,b € R:

a) TET%? pues seraT&A: |/\|§§ =0, al ser |a| >0

b) [axb| = [a|x|b|, pues |[axb| = |axb] = |axb| = |af x b =
.~ AT
la|x[b] = \a x[bl.

¢) [aFb[<al o], pues [a+5] = la+ bl = |a+ b= + |b] = [al F[b] =
|a|+|b|, donde se ha utilizado que en R, |a + b| < |a| + |b).

Analogamente, anadiendo ademas la 1nyect1v1dad de la isotopia que
construye R tendremos que el isomodulo | | = | | es por construccion un

modulo en R.
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Con todo ello, pasando al caso K = R, damos la siguiente:

~

Definicién 10.20 Sea (U , ®) un isoespacio vectorial isonormado sobre
el isocuerpo isorreal (R, ) ><), levantado isotdpico de un espacio vectorial
normado (U, o, e) sobre el cuerpo real (R,+, X) con norma ||.||, a partir
de una zsotopw compatible respecto a +,0,e y x. Sea < el orden usual
en Ry < el isoorden correspondzente en R. Sea f una Zsofunczon de
U sobre R. Se dird que f es una isofuncion 1socont1nua en X € U St
para todo 6>S e:mste 5>S tal que para todo Y €U con ||X Y||<5 se

verifica que |f( )— ( )]<6

Se dird que f es isocontinua en U si es isocontinua en X para todo

Xel.

En caso de que la isotopz’a que construye R y U sea inyectiva se dird
que f es isocontinua en X € U si para todo e>S _existe. 5>S tal que para
todo Y € U conHX Y|]<5 se verifica que \f( X) — ( )|<e

Se dird que [ es isocontinua en U si es isocontinua en X, para todo
Xel.

De la anterior definicion se deduce de forma inmediata por construc-
cién la siguiente:

Proposiciéon 10.21 En las condiciones de la Definicion 10.20, si la iso-

topia que construye R Y U es myectwa se verifica entonces que f es
isocontinua en X € U si y solo st f es isocontinua en X eUl. Como

~

consecuencia, f es isocontinua en U si y solo st f es 1socontinua en U.
]

Debido al resultado anterior, centraremos nuestro estudio en la iso-

continuidad en U , puesto que la isocontinuidad en U se tendra de forma
inmediata cuando sea posible su estudio.
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Centrandonos por tanto en la isocontinuidad en U, cabe sefialar que

el resultado fundamental que relaciona la continuidad convencional con

la isocontinuidad que hemos definido es la siguiente:

Proposicion 10.22 Bajo las condiciones de la Definicion 10.20, una

isofuncion f es isocontinua en X € U si y solo si la funcion f de la

que proviene es continua en el sentido convencional en X € U. Como

CONSECUEncia, f es isocontinua en U si y solo si [ es continua en U.

Demostracion

a)

Supongamos que f es isocontinua en X € U. Sea ahora ¢ € R, con
¢ > 0. Ser4 entonces €50 = 5. Por ser f isocontinua en X existira
538 = 0, tal que para todo Y € U, con HX —Y\|<(5, se verifica que

Tf()? ) — f(?ﬁ?? Ahora bien, dado que el levantamiento isotépico

utilizado mantiene el elemento opuesto en U y teniendo en cuenta
coémo acttia © al ser compatible la isotgp\ia utiliza/dg respecto a o,
tenemos que X -V =XV =XoY-0 =Xoy-0 — X/—\Y,
y asi, ﬂ)? - }//\'ﬂ = ﬂX/—\Yﬂ = ||X/—\Y|| Analogamente, dado que
el levantamiento usado también conserva el elemento opuesto en
K y es compatible respecto a +, se tiene que \ f( ) — f(?)T =

XTI = FXNOIF) T = XTI =
1FX) + (FO)] = 1/(X) = F(V)] = |£(X) = f(Y)|. De esta

forma, teniendo en cuenta las definiciones de isoorden e isomdédulo,
llegamos a que para € > 0, existe § > 0 tal que para todo Y € U
con || X —Y|| < 0, se verifica que |f(X) — f(Y)| < ¢; es decir, f es
continua en X, como buscaAbamos probar.

Supongamos ahora que f es continua en X € U. Sea ahora € € f{,
tal que €SS = 0. Tendremos por tanto el correspondiente ¢ € R,
tal que € > 0. Ahora bien, por ser f continua en X, existird o > 0
tal que para todo Y € U con || X — Y|| < 9, se tiene que |f(X) —
f(Y)| < e. O equivalentemente, existe 650 = S, tal que para todo
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€ — [|X — Y||29, se verifica que
If(X)—f(Y)| = |f(X) — f(Y)|<E es decir, f es isocontinua en X,
como queriamos.

La consecuencia senalada en el enunciado es entonces inmediata por
lo que acabamos de probar, atendiendo a las nociones de continuidad e
isocontinuidad en U y U, respectivamente. a

Este resultado que acabamos de probar es de vital importancia en la
isoteoria de Santilli, si bien hasta ahora se habia trabajado siempre con
la isocontinuidad de Kadeisvili (véase [3]).

11 Isocontinuidad en isoespacios isotopologicos

A continuacién vamos a estudiar de nuevo el concepto de isocontinuidad.
Lo veremos aqui en el caso general, donde sélo podemos hablar de isodis-
tancias en lugar de isonormas. Posteriormente veremos que la nueva
definicién es equivalente a la que vimos en la secciéon anterior cuando
tratamos con isoespacios isonormados. Esta nueva definicion va a basarse
en el concepto de adherencia visto anteriormente.

Comenzamos estudiando la isocontinuidad en el nivel isotopico:

Definicién 11.1 Se denomina isoaplicacion isocontinua entre dos isoes-
pacios topoldgicos (M,Ry;) y (N,Rg) a toda isoaplicacion f : M — N,
que conserva las adherencias, esto es, tal que para todo subconjunto

o~ o~

A C M, se tiene que f(CI(A)) C CI(f(A)).

Bajo esta definicién llegamos de inmediato a la siguiente:
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Proposicién 11.2 Sean (]\/4\ QA) (N QA) dos isoespacios isotopoldgi-
cos, levantados isotdpicos respectivos de (M, X)) y (N,Xy). Sea IR
M — N una zsoaplzcacwn asociada a una aplicacion f : M — N. Se
verifica entonces que f es 1socontinua st y solo si f es continua.

Demostracion

Sea A C M levantado 1sot0plco de A C M. Suponlendo que f es iso-
continua se tendra que f(Cl(A)) C Cl(f(A)) Cl(f(A)) Ahora bien,
aplicando el Corolario 6.7, lo anterior equivale a decir que f (CI(A)) -
Cl(f(A)). Esto es, f(Cl( )) C Cl(f(A)). Pero lo anterior equivale a
decir que f(CI(A)) C CI(f(A)). Como esto se tendria para todo A C M,
llegamos a que f es continua, lo cual prueba nuestro resultado, pues todas
las implicaciones utilizadas son reversibles. O

También llegamos al siguiente resultado:

Proposicion 11.3 Dada la isoaplicacidn ]/“\: (M,Xy) — (]/\7,&;,), son
equivalentes:

i) f es isocontinua.

it) f—l(é) es cerrado de ]/\/[\, para todo cerrado C de N.
iii) fA’l(A) es abierto de M, para todo abierto U de N.
iv) f YB )ENM ,pamtodosBeNAM y)A(GJ\/f\

F(X)

v) Para todos X € My B e Ry

B.

existe D € NA , tal que f( )

PP

F(X)

Demostracion

a) i = ii
Sea C' un cerrado de N. Por el apartado (a) de la Proposicion
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6.6, tenemos ya que f~1(C) = f—/l(\C’) C Cl(f—/l(\C)). Con lo
cual bas/ti probar la otra/\contenci(’)n. Ahora bien, tenemos que
]?(Cl(f—l(C’))) C CI(f(fH(C))), _por ser f isocontinua por hipéte-
sis. Esto es, f(Cl(f (C)) C Cl(C’) alser f(f~ (C’)) C C. De esta
forma, C1(f~ ( ) C fH(CLC)) = f~1(C), al ser C un cerrado de
N por hlpote81s Asi pues, llegamos a que Cl(f (6)) = f_l(é),
siendo asi f 1(C’) un cerrado de M tal y como queriamos probar.
1 = 11

Sea U un abierto de N. Aphcando el apartado (a ) de la Proposicién
7.9, llegamos a que N \ U es un cerrado de N. De esta forma,
tenemos por h1p0tes1s que f (N \ U) es un cerrado en M. Ahora
bien, f~1(N \ U) = f~Y(N)\ f~1(U) =M \ f~(U). Con lo cual,
aphcando ahora el apartado (b) de la Proposicion 7.9, llegamos a
que f YU ) debe ser abierto de M que es lo que buscdbamos.

1 = 10

Sea X € M. Sea B ¢ Nﬁfm'
X

abierto U de N tal que f( X) e U C B. 'Equivalentemente, X €
F~1(U) C f}(B). Entonces, por (i), I (U) es un abierto de M y

por tanto es un isoentorno de X. Esto es, f~1(U) € NA _, con lo

Podemos encontrar entonces un

cual f1(B) € NM ,al ser f~1(U) C fY(B), como queriamos.
1w = v
Sea X € M. Sea B € Ng__. Por (iv), f71(B) € XN;; . Basta

F(X)

(B), pues resulta que f(D) = f(f~(B)) =
= f(f- (B)) CB al ser f(f~%(B)) C B.

ti)rga\r eiltonces D= ]?
F(FU(B) = f(71(B)
v =1

Sean A C M e Y € f(CI(A)). Para ver que ¥ € CI(f(A)) hay
que probar que Bn f( ) £ (), para todo B € ﬁA Ahora bien,
Y e f(Cl( A)) implica que existe X € CI(A) tal que f( ) Y.

Tomamos entonces B € NA Resulta por (v) que existe De NA tal
que f( ) C B. Ahora, por ser De N , tendremos que DNA 7é 0,
pues X € CI(A). Asi pues, ) # f(D NA) C f(D)n f(A) C

)
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BNf(A) = BNf(A) #0 =Y € CI(f(A)), ya que B era arbitrario,
lo cual termina de probar nuestro resultado. O

Atendiendo a la caracterizacion anterior de isofunciones isocontinuas
podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 11.4 Una isofuncion [ : (M N ) — (]\A/' Nz %) entre dos
1s0espactos topoldgicos se dice isocontinua en X e M si fH(B) € Ny7_,
X

para todo Be NAA . f serd entonces isocontinua si es isocontinua en
F(x)

todos los isopuntos de M.

Estos conceptos tienen su desarrollo similar en el nivel de proyeccion,
si bien hay que imponer desde un principio la inyectividad del levan-
tamiento isotopico utilizado en la construccion del isoespacio en cuestion,
para que asi tenga sentido hablar de isofunciones en dicho nivel:

Definicién 11.5 Se denomina isofuncién isocontinua entre dos isoes-

~

pPacios topologzcos en el nivel de proyeccion (M R—= ) y (N, Nﬁ) a toda

1soaplicacion f M — N que conserva las adherencias, esto es, tal que
para todo subconjunto A C M, se tiene que f(Cl( A)) C Cl(f(A)).

Llegamos entonces a la siguiente:

Proposicién 11.6 Sean (]\//7, ﬁﬁ) Y (ﬁ,ﬁﬁ) dos isoespacios isotopoldgi-
cos, levantados isotdpicos respectivos de (M,Ny) y (N,Ny). Sea f :
M — N una 1soaplicacion asoctada a una aplicacion f : M — N. Se
vemﬁca entonces que si las isotopias utilizadas en la construccion de M

Y N son inyectivas, entonces se tiene que f es isocontinua si y solo si f
es continua.
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Demostracion

Sea A C M levantado 1sotop1(:o de A C M. Suponlendo que f es iso-
continua se tendra que f(Cl(A)) C Cl(f(A)) Cl(f(il)) _Ahora bien,

dado que las isotopias utilizadas en la construccion de M y N son ambas
inyectivas, resulta que, aplicando el Corolario 6.10, lo anterior equivale a
decir que f(CI(A)) C CI1(f(A)). Esto es, f(CI(A)) C CI(f(A)). Ahora
bien, como la isotopia utilizada en la construccién de N es inyectiva, lo
anterior equivale a decir que f(CI(A)) C CI(f(A)). Como esto se tendria,
para todo A C M, llegamos a que f es continua, lo cual prueba nuestro

resultado, pues todas las implicaciones utilizadas son reversibles. O

También llegamos al siguiente resultado:

Proposicion 11.7 Dada la isoaplicacion ? (M §M) — (ﬁ, ﬁ), son
equivalentes:

i) }A es isocontinua.

i) ?_1(5) es cerrado de ﬁ, para todo cerrado C de N.

i) }A_ (E) es abierto de ﬁ, para todo abierto U de N.

) }A (E) € §ﬁ7, para todos Be §F—AT Yy X el

< 7
v) Para todos XeM Yy Be §77A_, eziste D € §ﬁf, tal que _A(B) -
b3
= f7e3)
Demostracién

La demostracion es analoga a la dada para la Proposiciéon 11.3, si bien
hay que reescribir ~ por . O
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Atendiendo a la caracterizacion anterior de isofunciones isocontinuas
podemos dar la siguiente definicion:

—

Definicién 11.8 Una isofuncion [ : (M, R=) — (N ﬁ—) entre dos
zsoespaczos topologzcos en el nivel de proyecczon se dice isocontinua en

)I

/\ —~ ~

X € st f (B) € NA -, para todo B e N— f serd entonces

NA(X)'

isocontinua si es isocontinua en todos los isopuntos de M.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 11.9 Sea M un 1soespacio topoldgico con R Y N’ dos familias de
sistemas fundamentales de isoentornos. Consideramos la isoaplicacion
1soidentidad Id : M — M : X — X. Para ver si Id es isocontinua
ﬁjamos X € M. Se tiene entonces que, fijado X E M, Id es isocontinua
en X si para todo B e N~ Tax) € cumple que Id (B) —Be Ng. Esto

es, 1d es isocontinua si y solo st N~ o = N C N , para todo XeM.

Td(X)

En conclusion, st X' = R, llegamos a que la isoaplicacion isoidentidad
correspondiente es siempre isocontinua.

Andlogamente, si el levantamiento que da lugar a M es inyectivo,
podemos asequrar un resultado similar al anterior en el nivel de proyec-
cion. <

Ejemplo 11.10 Consideramos (f{, —AF) el 1sogrupo de los isorreales cons-
truido a partir de la isotopia inyectiva de elementos I =2 yx = +.
Tomamos por una parte T la topologia integro-diferencial de Tsagas-
Sourlas en el nivel de proyeccion, esto es, la isotopologia isoeuclidea que
vimos al comienzo de esta seccion. Por otro lado, consideramos Y ,.q la
topologia del orden en R, donde Y,.q, = {U C R : [x,400) C U}, y

tomamos Y ,.q la 1sotopologia correspondiente.
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Resulta entonces que 1d: (E, ?) — (IT{, m)iisocontinua sty sdlo
si (segun hemos visto en el ejemplo anterior) T/O;i; - ?g, para todo
= ﬁ Ahora bien, tenemos que para v € R cualquiera, resulta que
[+ 2,+00) = [x,/—k\oo) € T/Ozi;, pues [z,+00) € Yopq,. Pero como
[z, 4+00) ¢ T,, resulta que [x,/—i—\oo) ¢ %g Asi, ﬁ; Z ?g y por tanto,
la 1soaplicacion isoidentidad anterior no es isocontinua.

Consideramos ahora 1d : (IT{, ﬁ) — (IT{,?) Resulta entonces que
fijado € > 0, serd e50 = 2, siendo (v —e+2,x+€+2) = (x —;TU—FE) €
?5 Ahora bien, resulta que [x,+00) € (x—€,x+€), con lo cual (x—e€, x+
€) & Yoray y por tanto, (r—e+2,x+e+2) ¢ ﬁ; Asi pues, ?; gz T/o:dg
y ast, la isoaplicacion isoidentidad anterior tampoco es isocontinua. <

Obtenemos ademas el siguiente resultado:

Proposiciéon 11.11 Se tiene que:

a) Cualquier isoaplicacion isoconstante es isocontinua.
b) La composicion de isoaplicaciones isocontinuas es isocontinua.

¢) El producto topoldgico de isoaplicaciones isocontinuas es una isoapli-
cacion 1Socontinua.

Demostracion

Lo veremos en el nivel isotopico, siendo anéloga la prueba en el nivel
de proyeccion, si bien hay que imponer la inyectividad del levantamiento
isotopico del espacio en cuestion:

a) Sean (]\/4\, ﬁﬁ) y (ﬁ,ﬁﬁ) dos isoespacios topologicos, donde N =
{Xo} es un conjunto unitario y asi, Ng = {{X,}}. Consideremos
la isoaplicacion isoconstante f : M — N : X — X, para todo X €
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M. Resulta entonces que para todo XeM , €l tinico isoentorno
de f(X) = X, es {Xo}, siendo ademés f~'({Xo}) = M € Ry |
X
para todo X € M. Llegamos por tanto como queriamos a que f es
isocontinua aplicando la Proposicion 11.3.
Sean f: (M1, Ry) — (My,Ry) y § : (Ma,Rg) — (Ms, Rs) dos isoapli-
caciones 1soc0nt1nuas entre isoespacios topologicos. Para ver que
/g\o f= go I (Ml,N ) — (Mg,Ng) es isocontinua, ﬁjamos X e Ml
y B e Ng Gof)(x)- Por ser g isocontinua y ser f( ) € Mg, ten-

~

dremos que §~'(B) € sz(x) Ahora, por ser f isocontinua y
ser X € Ml, tendremos que f~'(g~1(B)) € &:g— Ahora bien,
J7H@(B) = o ))7M(B). Conlo cual, (Fo f)~'(B) € Nig.
Como lo anterior se tiene para todos X € M, y B e Ng Gof)(%)
llegamos finalmente, aplicando la Proposicién 11.3 a que g o f es
isocontinua, como pretendiamos probar.

Sean [ : (My,Rar,) — (N1,Rn) ¥ 5+ (Mo, Rag,) — (N2, Ry,) dos
isoaplicaciones isocontinuas entre isoespacios topol(’)gicos. Consi-
deramos los i 1soespa(:1os topo]oglcos productos A= (]\/4\1 X ]\//[\2, N/]\Z X
NMQ) y B = (N1 x N, NN1 X NNQ) donde usamos la construccién
vista en la demostracion de la Proposicion 5.5. Veamos que se tiene
entonces que fx g: A — B esuna isoaplicacion isocontinua.
Tomamos para ello a X @ un abierto de ]/V\l X ]/V\g, donde haciendo
uso de la Proposicién 7.7 seran /U\l y @ abiertos respectivos de ]/V\l y
N,. Resulta entonces que (]?x g9)” (U1 X Ug) f (Ul) X g~ (ff\g),
que es producto topolégico de abiertos de M1 y MQ respectivamente,
al ser fy g isoaplicaciones isocontinuas por hipotesis y aplicar en-
tonces la Proposicion 11.3. Asi pues, la Proposiciéon 7.7 nos asegura
que (f X g) ((/]\1 X (/];) es un abierto de ]\//[\1 X ]\/4\2, con lo cual, dado
que U1 X Ug era un abierto arbitrario de Nl X NQ, llegamos aplican-
do de nuevo la Proposicién 11.3 a que f X ¢ es una isoaplicacion
isocontinua, como queriamos ver. O

Hasta aqui no se ha hecho menciéon del modelo de construccion de
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isotopia que se deba realizar para obtener los resultados senalados, a ex-
cepcion de la obtencién de los isoentornos vista al comienzo de la presente
seccion. Por tanto, dichos resultados pueden aplicarse a cualquier tipo de
isotopia verificando las restricciones oportunas en cada uno de los casos.

El siguiente paso en nuestro estudio va a ser comprobar que la defini-
cion de isocontinuidad que hemos dado ahora coincide con el concepto que
vimos en la Definiciéon 10.20, bajo las condiciones alli presentadas. Vamos
a centrarnos para ello en el estudio del nivel isotopico, teniendo presente
que un desarrollo analogo puede hacerse en el nivel de proyeccion, te-
niendo en cuenta que al hablar de isofunciones es necesario imponer la
inyectividad del levantamiento isotépico con el que se esté trabajando y
que, por este motivo, este altimo nivel es isomorfo al nivel isotopico.

En primer lugar lo veremos para un caso més general. Estudiaremos
el caso en que tengamos un isoespacio vectorial dotado de una distancia
(pseudo)meétrica, cuya definicion general serfa la siguiente:

Definiciéon 11.12 Consideremos (M o o) un K(a,+, x)-espacio vecto-
rial, con elementos X,Y,Z,.... Sea K(a i ><) un isocuerpo asociado a
K(a,+, X) a partir de una isotopia de elementos principales 7 (actuando
como constante) y *, y secundarios S y x, siendo dicho levantamiento
tal que conserve el elemento opuesto. Sea < el isoorden en K asociado
al orden < de K. Bajo una isotopia coherente a la anterior (basada en
la isounidad 1), se dice que (]\7 0, ®) es un isoespacio vectorial dotado
de una distancia pseudométrica si, siendo una isotopia de M, es un
1soespacio vectorial sobre el isocuerpo K con elementos X Y Z, oWy
estd dotado de una distancia pseudométrica d' : M x M — K. Esto es,
tal que para todos )?, }/}, 7 e ]\//7, se verifique que:
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En el caso en que la distancia d' sea métrica (esto es, si se cumple
que d'(X,Y) =5 & X =Y), se dird que M es un isoespacio vectorial
dotado de una distancia métrica.

En el caso en que el espacio vectorial de partida M esté dotado de una
distancia pseudométrica d, si la distancia d' es el levantado isotopico de
la distancia pseudométrica d (esto es, d’()?,f/) = c/l\()A(,}A/) = d(j(,\Y)),
stendo a su vez una distancia pseudométrica, se notard en dicho caso a la
distancia d' por c?, que se llamard a su vez isodistancia isopseudométrica.

Por dltimo, en el caso en que el espacio vectorial de partida M es-
té dotado de una distancia métrica, si la distancia d' es el levantado
1sotopico de la distancia métrica d, siendo a su vez una distancia métri-
ca, se notard en este caso a la distancia d' por (Z que se llamard a su vez
isodistancia isométrica.

En cualquiera de los casos anteriores se notard para simplificar (M, d")
al isoespacio vectorial en cuestion.

Observemos que bajo las condiciones de la Definicion 10.20, tenemos
un isoespacio vectorial isonormado que, como tal, puede ser considera-
do como isoespacio vectorial dotado de una distancia métrica, ya que
provendria del levantamiento isotopico de un espacio vectorial normado,
que convencionalmente puede ser dotado de la distancia métrica dada
por d(X,Y) = || X — YH con lo cual bastarfa tomar como isodistancia
isométrica la dada por d(X,Y) = d(X Y) = HX YH HX YH
donde la ultima igualdad se tiene debido a que bajo las condiciones de
la Definicién 10.20, debe tenerse ademas la compatibilidad de la isotopia
utilizada respecto a o. Bastaria comprobar para ver que d asi definida
es efectivamente una isodistancia isométrica que verifica las condiciones
necesarias para ser una distancia métrica en U. Pero estas condiciones
se tienen de forma evidente al ser ﬂﬂ una isonorma en U, bajo las condi-
ciones de la Definicion 10.20, segiin las cuales recordemos que S debe ser
unicamente el levantado isotépico del vector 0 eU , que Suponemos es
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el elemento unidad de U respecto a su suma o. Asi, fijados X , }A/, ZelU ,
llegamos a que:

a) S<X — Y]] = §<d(X,Y)
(IX—Y[[=8eX=V}={dX, V)=« X =Y}
b) [ X -Y|[|=[-( =X =] - -X)I=Y - X[ =Y - X

No obstante, desde un punto de vista més general tenemos el siguiente
resultado:

Proposiciéon 11.13 Sea (]\/4\, 0,®) un [A((a, T, X)-isoespacio vectorial, le-
vantado isotdpico de un espacio vectorial (M, d), dotado de una distancia
pseudométrica y definido sobre un cuerpo K(a,+, X), dotado a su vez de
un orden <; donde la isotopia utilizada para la construccion del isocuerpo
mantiene el elemento opuesto y es compatible respecto a +. Se verifica
entonces que la isofuncion asociada a la distancia d es una isodistancia
1sopseudométrica. De hecho, si el espacio M de partida es un espacio
vectorial métrico, entonces d es una isodistancia isométrica.

Demostracion

Basta ver que d: M x M — K verifica las condiciones necesarias para
ser una distancia métrica en M. Para ello tengamos es cuenta que bajo
las hipotesis senaladas en el enunciado podemos construir el isoorden <
sobre K asociado al orden < sobre K. También, aplicando la Proposicion
10.15 tenemos que si S es el elemento unidad de K respecto +, entonces S
es inicamente el levantado isotépico del elemento unidad 0 de K respecto
+. De esta forma, fijados X, Y, Z € K, tenemos que:

90



a) d(X,Y)>0=d(X,Y)=d(X,Y)20= 5.
dX,X)=0=d(X,X)=d(X,X)=0=25.

b) d(X,Y) =d(Y,X) = d(X,V) = d(X,Y) = (Y, X) = d(V, X)

¢) d(X,Y) <d(X,Z)+d(z,Y) = d(X,V) = d(X,¥)Z
A(X,2)+d(Z,Y)=d(X,2)Fd(Z,Y) = d(X, Z)Fd(Z,Y)

Asi pues, d es una distancia pseudométrica y asi una isodistancia
isopseudométrica.

En cuanto a la segunda parte del enunciado, si suponemos que la
distancia d de partida es una distancia métrica, basta observar que para
todos X,Y € M, se tiene que:
XV)=8=0=2dX,Y)=0=dX,Y)=0= X =V =

a)

<) =)
=) =<0

~

b) Supongamos ahora que X =Y. Entonces, por construccién debe

A~ o~ A~

ser X =Y. Asi, d(X,Y)=0=d(X,Y)=d(X,Y)=0= 5.

Con lo cual, si unimos lo anterior a las propiedades vistas al comienzo
de la demostracién, llegamos por definicién a que d es una isodistancia
isométrica, lo que termina de probar nuestro resultado. a

Pasamos ya a ver la nocion de isocontinuidad en isoespacios vec-
toriales dotados de una (iso)distancia (iso)(pseudo)métrica. Dado que
trataremos con un isoorden sobre el isocuerpo con el que trabajemos,
serd necesario imponer a la isotopia que construye tal isocuerpo las condi-
ciones de la Definicion 10.8. En particular habra que imponer que dicha
isotopia mantenga el elemento opuesto. Damos asi la siguiente definicion
previa:

Definicién 11.14 Sea (]/\/[\, d') un isoespacio vectorial dotado de una
(iso)distancia (iso)(pseudo)métrica d’ sobre un isocuerpo K(a, T, X), le-
vantados isotopicos de un espacio vectorial M sobre un cuerpo K dotado
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de un orden <, donde K se ha construido a partir de una isotopz’a que
mantiene el elemento opuesto Y esta dotado de un isoorden <. Se de-
nomina bola métrica de centro Xo ceM y radio eSS (donde ceK Y S es
el elemento unidad de K respecto 1), al subconjunto By (XO, €) = {X €
M : d(X, )/(\O)QE} En el caso en que el espacio M de partida sea un
un espacio vectorial dotado de una dzstancm (pseudo)métrica d, siendo
d = d', se denomina isobola métrica en M a toda bola métrica By en
M que sea levantada isotdpica (mediante el levantamiento punto a punto
que construye ]\7) de una bola métrica By en M. Se notard en tal caso
por By = By = Ej.

Observemos que es necesario indicar en el subindice la distancia a
la que nos referimos, para asi mostrar si nos encontramos en el nivel
convencional o en el nivel isotopico. Se tiene no obstante la siguiente:

Proposicion 11.15 Bajo las condiciones de la Proposicion 11.138, el lev-
antado isotopico de toda bola métrica en M es una isobola métrica en M.
De hecho, si Bd(Xo, €) es una bola métrica de centro Xy y radio € > 0
en M, entonces Bd(Xo, €) = Bg()/(\of) es una bola métrica de centro X
y radio eSS =0 en M.

Demostracion

Bastaria probar la segunda parte del enunciado Sea By(Xo,€) una
bola métricaen M. se tiene que Bd(/X\o, €) = {X eM:X e Ba(Xo,€)} =
(X e M : d(XXO) < ={X e M:dX X)) ={X € M :
d(X X0)<e} = (Xo7 €), donde las igualdades tienen sentido pues € >
0&eS0= S siendo S el tinico levantado isotopico de 0 € K. O

Se verifica ademas la siguiente:

Proposiciéon 11.16 En las condiciones de la Definicion 11.14, se veri-
fica que:

92



a) Dado X € By (5(\07/6\), eziste 155 tal que By (X, i) C By ()/(\0,/6\).

b) Dadas By(X,©) y By(X,10), se tiene que By(X,€) C By(X,7), o
bien se verifica la inclusion contraria.

¢) Dado Z € By(X,
Bd’ (X 6) N Bd/(Y

Demostracion

a) Sea X € Bd/()/(%,g). Sera S<p = d’()?,)/(%)za Tomamos fi € K
tal que SSH<SFe— p =€ — p. Bastaré ver ahora que Bd/( X )
Ba(Xo,©). Ahora bien, tomando Y € By (X, fi), sera d'(Y, X)<7.
Asi, aplicando la desigualdad triangular para la distancia d’, sera
d(Y,X0)<d (Y, X)Fd(X, Xo)<fitp = €¢— p+p = & Con lo cual,
Y € By ()/(\0,?), lo que prueba el resultado.

b) Sean las bolas métricas By ()? €)y By ()A( i). Podemos suponer
que e<,u, siendo andlogo el razonamiento si u<e Tomamos Y €
By (X,€). Sers entonces d'(Y, X)<e<u Luego, d'(Y, X)<7 y asi,
Y € By(X,7i). Con lo cual, dado que Y era arbitrario en By (X, %),
llegamos finalmente a que By (X ,€) C By (X , 1), como querfamos
ver.

¢) Sean las bolas métricas Bd/()?,g) y By (}A/,ﬁ), tal que By ()?,?) N
By (Y, i) # 0. Sea Z un isopunto de tal interseccion. Sers entonces
7 € ByX,dy Z € By(Y,J). Asi, d(Z,X)Zey d(Z,Y)=0.
Aplicando el apartado (a) anterior podemos asegurar entonces que
existen py, ﬁzgg, tales que Bd/(f,ﬁl) C Bd/()?,g) y Bd/(Z\,pAg) C
By (}//\',ﬁ) Ahora, aplicando el apartado (b) anterior, tendremos
que By(Z,p) C BAd/(Z 72) o bien, Ba(Z, ) C Ba(Z, 1), de-
pendiendo de si p1<py 0 p2<p;, respectivamente. En cualquier
caso, si tomamos p = minz{gi, 5}, tendremos que By (Z,p) C
By ()? ,€) N Bd/(?, ft), como querfamos probar.
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Con todo lo anterior, ya estamos en condiciones de probar que los
isoespacios dotados de (iso)distancias (iso)(pseudo)métricas tienen es-
tructura de isoespacios topolégicos. En primer lugar, damos la definicion
de entorno métrico:

Definicion 11.17 En las condiciones de la Definicion 11.14, un entorno
meétrico de un isopunto X € M esun subconjunto A C M tal que contiene
una bola métrica centrada en X. Esto es, tal que eriste eSS verificando
que By(X,¢) C A,

Al conjunto de entornos métricos de X se le denotard por &\glé

Por dltimo, en el caso particular en que d' sea la isodistancia isoeuclidea
sobre R™ (es decir, la isodistancia asociada a la distancia euclidea usual),
los entornos métricos asociados se denominan entornos isoeuclideos.

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposiciéon 11.18 Sean d’ yd” dos (iso)distancias (iso)(pseudo)métri-
cas sobre un isoespacio vectorial M, en las condiciones de la Definicion
11.14. Se wverifica entonces que N;% = N“g st y solo si toda bola métrica

Bu (X, ) contiene una bola By(X, p) y toda bola By (X,8) contiene una
bola By (X, [i).

Demostracion

a) =
Sea A = By(X,¢€) € Ng’é. Como por hipétesis tenemos que Ng’é =
Nd" serd A € Nd” Ahora, por definicion de entorno métrico, existira

una bola métrica By (X p) tal que By (X p) C A= By(X, e) De
forma anéloga, dado B = By (X,0) € Ndf = NdA existira By (X, 7)

tal que Bd/(X,[L) - B = Bd//<X,5).
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b)

=
S N . , * 2
Veamos que N% - Ndf( , siendo analoga la otra contencién. Para ello

tomamos A € &;% Por definicién, existe una bola Bd/()A( ,€) C A.
Como tal, tendremos por hipétesis que existe una bola By ()A( ,p) €
By (X,). Asi pues, existe una bola Bdu(X p) C A, siendo por
tanto por definicion Ae Nd . Como A era arbitrario en X% S seréd

Ngl? C N%, tal y como querfamos probar. 0

Llegamos finalmente al siguiente resultado:

Proposicion 11.19 Todo isoespacio dotado de una (iso)distancia (iso)-

(pseudo)métrica es un isoespacio topoldgico.

Demostracion

Basta ver que en las condiciones de la Definicion 11.17, si fijamos

X € M la familia N es un sistema fundamental de isoentornos. Para

ello basta ver que sus elementos verifican las cuatro condiciones senaladas

en la Definicion 5.1:

a)

b)

Sea A € &% Por definicién existe By (X,¢) C A. Ahora, como
d'(X,X)=52¢ ser& X € By(X,?) y asi, X € A.

Sean A € RY yB C MtalqueAC B. Porser A € Nd, exis-
tird Bd/ ()? €) C A. Ahora bien, por ser AC B, tendremos que
By(X,6)C Byasi, B e NZ.

Sea {A, f?} - E\I\glé Seran entonces A, B € f\l\d/, con lo cual, exis-
ten By(X,6) C Ay Ba(X, 5) C B. Consideramos ahora ji =
minz{€, d}. Serd entonces By (X, i) C Bd/(X 9 C Ay By(X,1i) C
By ()A(,g) C B. Asi pues, Bd/()A( i) C AN B con lo que sera por
definicion AN B € N?é.
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d) Sea A € &g% Existird entonces By (X,¢) C A. Basta tomar K =
By ()A(,g), pues de forma evidente K e &;% y fijado 7 e [A(, se tiene
ademas que Ae E\I\%’, ya que al ser ZekK = Bd/()?,E), tenemos

aplicando el apartado (a) de la Proposiciéon 11.16, que existe 538
tal que By (Z,0) C By(X,€) = K C A.

) ~ ) ) ~
Asi pues, Ng% es un sistema fundamental de isoentornos de X. Ahora

bien, como X era arbitrario en M, llegamos finalmente a que (M, R%) es
un isoespacio topoldgico, tal y como queriamos probar. O

Como consecuencia inmediata se tiene el siguiente:

Corolario 11.20 Todo isoespacio dotado de wuna isodistancia
iso(pseudo)métrica es un isoespacio isotopoldgico.

Demostracion

Utilizando la proposicién que acabamos de ver llegamos a que todo
isoespacio dotado de una isodistancia iso(pseudo)métrica es un isoespacio
topolégico. Ademas, debe ser el levantado isotopico de un espacio dotado
de una distancia pseudométrica, que en el nivel convencional sabemos
que es un espacio topoloégico. Por tanto, todo isoespacio dotado de una
isodistancia iso(pseudo)métrica es el levantado isotopico de un espacio
topolégico, teniendo a su vez estructura de isoespacio topologico. Resulta
asi que es un isoespacio isotopolégico, como queriamos probar. O

Si ademas atendemos a la observacién que hicimos tras la Definicion
11.12, llegamos a que bajo las condiciones de la Definicién 10.20, todo
isoespacio vectorial isonormado es un isoespacio dotado de una isodis-
tancia isométrica y como tal es también un isoespacio isotopolégico.
Llegamos asi a que podemos aplicarle la nocién de isocontinuidad de
la Definicion 11.1, siendo validas todas sus consecuencias.
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De hecho, en el caso de dos isoespacio métricos cualesquiera obtene-

mos el siguiente resultado:

Proposicién 11.21 Seq | : (]\/Z d') — (N,d") una isoaplicacion en-
tre isoespacios dotados de (zso)dzstanczas (iso)(pseudo)métricas sobre el

MASMO iSOCUETPO K(a T, X). Sea X € M. Se tiene entonces que f es

isocontinua en X si y solo st para todo eSS (donde ce K Yy S es el ele-

mento unidad de K respecto —I—), eziste 6 € K tal que 5358 y st tenemos
Y € By(X,6), entonces se cumple que f(Y) € By (f(X),€).

Demostracion

a) =

Sean X € M y €SS5. Tenemos por definicién que Bdu(f()A( ),€) €
Nd” Aplicando ahora la Proposicion 11.3, teniendo en cuenta que

f es 1socontinua por hipétesis, llegamos a que f~ (Bdu( f ()A( ),€) €
&;%. Por definicion tendremos entonces que existe 533 tal que
Buy(X,8) C f Y (Bu(f(X ,€)). Con lo cual, dado Y e Bd/(X 5), re-
sulta que Y € f~1(By(f| f(X) D) vy ast, f(Y) € By (f(X),?), como
buscabamos.

e

Sean X € M y B € Nd” . Por definicién, existe eSS tal que
Ban (f ( ) A) C B. Ahora por hipétesis, para este eSS existe 055
tal quesi Y € Bd/(X 8), entonces f(Y) € Bdu(f()A() €) o, de forma
equivalente, tal que f(Bd/ (X, 6)) C Bdu(f(X) ?) C B. Con lo cual,
si llamamos D = By (X : (5), resulta que D € N% de forma evidente
y_que f ( ) - E lo que equivale a decir, teniendo en cuenta que
X y B eran arbitrarios y aplicando la Proposicion 11.3, que f es
isocontinua, lo que termina de probar nuestro resultado. o

Si ahora nos situamos en las condiciones de la Definicién 10.20, resulta

que si consideramos la isodistancia d’ asociada a la isonorma ||.|| en U
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y la isodistancia isoeuclidea d’ en R, tenemos que Y € By (X,9) <
HX YIS0y (V) € Bo(f(X),®) & |F(X) - F(V)|<e Asi pues,
baJo las condiciones citadas resulta, aplicando la Proposmlon 11.21, que
f es isocontinua en X si y s6lo si para todo €55 existe 655 tal que si
HX Y|]<(5 entonces |f( X) — ( )\<e Es decir, llegamos a la nocién
de isocontinuidad que dimos en la Definiciéon 10.20, siendo por tanto
coherente todo el desarrollo que hemos venido haciendo hasta ahora.

Es interesante observar asi por ejemplo que la Proposicion 10.22 re-
sulta una consecuencia inmediata de la Proposicion 11.2.

De hecho, las condiciones de la Definicién 10.20 nos aseguran la uti-
lizacién de isobolas métricas en lugar de inicamente bolas métricas, que
es lo que ocurre cuando se trabaja de forma general con la isocontinuidad
de Kadeisvili. De esta forma tenemos como isoentornos meétricos los
levantados isotopicos de los entornos meétricos de partida, con lo cual
seguimos la construcciéon del comienzo de la presente secciéon, pudiendo
utilizar coherentemente los resultados obtenidos.

En particular, bajo estas condiciones llegamos al siguiente resultado:

Proposmlon 11.22 En las condiciones de la Definicion 5.1, sea f
M — N una 1soaplicacion entre dos isoespacios isotopoldgicos M Y N.
Se vemﬁca que st estamos en las condiciones de la Definicion 10.20, en-
tonces f es isocontinua st Y ¢ solo si se tiene que f (A) es un isoabierto
de M para todo isoabierto U de N.

Demostracion

Segun la Proposicién 10.22, bajo cuyas condiciones nos encontramos,
tenemos que fes isocontinua < f es continua en el sentido convencional.
Ahora bien, f es continua < f~1(U) es abierto en M, M, para todo U abierto
en N, lo cual equivale por construcciéon a que f- ( ) = f‘l(U ) sea un
isoabierto de M, para todo isoabierto U de N. Uniendo las equivalencias
anteriores llegamos a nuestro resultado. O
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